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Oppgave 1

En Markov-kjede X,,, n = 0,1,2,... med tilstandsrom 2 = {0,1,2,3,4} har overgangs-
matrisen
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a) Hvilke krav ma veere oppfylt for at du sikkert kan vite at en Markov-kjede har en grense-
fordeling? Pavis at disse kravene er oppfylt her.

b) Bestem grensefordelingen.
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c) Overgangsmatrisen endres til
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Pavis at den tilhgrende Markov-kjeden ikke har noen grensefordeling.

Den kan likevel ha en stasjonaerfordeling. Hvis sa er tilfelle, bestem denne. Hva uttrykker
denne fordelingen?

Oppgave 2

Denne oppgaven er relatert til studier av laering hos laboratorierotter. Vi skal anta en situasjon
hvor en rotte plasseres i et av rommene i et langt bur bestaende av seks rom, som vist pa
figur 1. Mellom rommene er det dgrer som kan apnes og lukkes. I rommet helt til hgyre er det
plassert mat, mens rommet helt til venstre er utformet slik at rotta der far et passende elektrisk
sjokk. Vi skal anta at forsgksoppsettet kan utformes slik at det er like sannsynlig at rotta gar
inn i rommet til hgyre som i rommet til venstre, unntatt nar rotta er i et av enderommene.
Ett tidssteg markerer endring av rottas romplassering. Forsgket avsluttes nar rotta nar et av
enderommene.

Figur 1: Forsgksoppsett for rotteforsgk

a) La X, betegne rottas romnummer ved tidssteg n. Argumentér kort for at X,, vil vaere
en Markov-kjede nar enderommene betraktes som absorberende tilstander. Skriv opp
overgangsmatrisen.

Anta at rotta plasseres i rom nr. 4 ved forsgkets start. Bestem sannsynligheten for at
rotta finner maten.

Rotta gjennomgar samme forsgk en gang til etter en naermere angitt tid. Disse to forsgkene
gjennomfgres for et stort antall rotter, og alltid med start i rom nr. 4. En analyse av resultatene
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viser at en andel pa 0.9 av rottene som fant mat i fgrste forsgk, ogsa fant maten i det andre
forsgket. Tilsvarende andel for de andre rottene var 0.8. Dette antyder at det er en laeringseffekt
til stede, og at denne er stgrst for de rottene som fant mat.

b) Bestem sannsynligheten for at rotta gar inn i rommet til hgyre i det andre forsgket for
hver av de to gruppene av rotter. Du kan anta at sannsynligheten for & ga til hgyre er
den samme for alle rommene unntatt enderommene. (Tips: Hvis du har regnet riktig, vil
du fa en femtegradsligning i (1 — p)/p, hvor p er sannsynligheten for & ga til hgyre. Du
kan f. eks. lgse denne iterativt.)

Bestem til slutt sannsynligheten for at en vilkarlig valgt rotte finner maten (i det andre
forspket). Hvis du ikke helt fikk til forrige spgrsmaél, kan du regne de to sannsynlighetene
til & vaere 2/3 og 3/5. Du bgr selv kunne avgjgre hvilken sannsynlighet som hgrer til
hvilken gruppe.

Oppgave 3

I denne oppgaven skal du undersgke et kg-system. Anta at kunder ankommer i henhold til en
stasjonaer Poisson-prosess med parameter A. Dette kg-systemet har to behandlingsenheter, kalt
A og B, som opererer uavhengig av hverandre. Det er en felles kg for systemet. Etter behandling
i en av enhetene, forlater kunden systemet. Behandlingstidene for hver av enhetene antas a
vaere uavhengige, eksponensialfordelte variabler med samme forventningsverdi. Denne er 1/u
for begge systemene. Behandlingstidene antas & vare uavhengige av ankomstprosessen. Hvis
en kunde ankommer og finner systemet tomt, vil kunden ga til enhet A.

La X (t) betegne antall kunder i systemet ved tidspunkt ¢.

a) Argumenter for at X (t) blir en fgdsels- og dgdsprosesss, og bestem (de infinitesimale)
fgdsels- og dgdsratene for prosessen.

b) Under bestemte forutsetninger pad parameterne i systemet, vil det eksistere en grense-
fordeling for antall kunder i systemet. Bestem denne og forklar hvilke betingelser som
ma vaere oppfylt.

Kundene deles na i to kategorier, A og B. A-kunder ankommer i henhold til en stasjonaer
Poisson-prosess med parameter A,. Det samme gjelder for B-kunder, men med parameter
Ap. De to Poisson-prosessene antas uavhengige. A-kunder behandles bare i A, som na har
en forventet behandlingstid lik 1/ 4, mens B-kunder i utgangspunktet behandles i B. B har
forventet behandlingstid lik 1/up. Hvis dette hadde blitt strengt handhevet, ville vi hatt to
separate M /M /1-systemer, et A-system og et B-system. Imidlertid gjelder fglgende regel: Ved
tomt A-system, vil en ny kunde som ankommer, enten det er en A-kunde eller en B-kunde,
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bli behandlet i A. Hvis det er en kunde under behandling i A, vil A-kunder som ankommer
stille seg i1 ko i A-systemet, mens B-kunder stiller seg i k¢ i B-systemet. Merk at B-kunder
som allerede star i kg, ikke kan behandles i A.

La X 4(t) betegne antall kunder i A-systemet ved tidspunkt ¢.
c) Sett opp balanseligningene for A-systemet for & bestemme grensefordelingen for X 4(¢).

d) Diskutér kort kravet som ma vaere oppfylt for at grensefordelingen for X 4 () skal eksistere.

Bestem grensefordelingen og vis at andelen av tiden A-systemet er tomt, er gitt som
BA—AA
Ha+AB

e) Beregn det forventede antall kunder i A-systemet, betegnet med L,4. Vis at nar Ay — 0,

sdvil Ly — —2B_ Vig ogsd at nar A\g — 0, sa vil Ly — “A’\_A/\A. Hva tilsvarer dette siste

A
tilfellet?
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Formelsamling:

Setningene om total sannsynlighet og dobbelforventning

La B, By, ... vere parvis disjunkte hendelser med P(U°, B;) = 1. Da gjelder

P(A|C) = i P(A|B; N C)P(B;|C),
=1

E[X|C] = E[X|B;NC]P(B;|C).
i=1

Markovkjeder i diskret tid

Chapman-Kolmogorov ligningene

oo
(m+n) _ (m) p(n)
P =) PR
k=0
For en irredusibel og ergodisk markovkjede eksisterer 7; = lim, .o Pj; og er gitt av ligningene

Wj:ZWiPij og Zﬂi:L
i i

For transiente tilstander ¢, j og k er forventet tid i tilstand j gitt start i tilstand 1, s;;,
sij =0ij + > Pirsij-
k

For transiente tilstander ¢ og j er sannsynligheten for en eller annen gang & returnere til tilstand j
gitt start i tilstand 7, f;;,

fij = (815 — 6ij)/84j-

Poissonprosess

Ventetid til n-te hendelse (n-te arrival time), S, har sannsynlighetstetthet

)\ntn—l e
fs,(t) = (n—l)'e for ¢ >0.

Gitt at antall hendelser N (t) = n, s& har S1,Ss,...,S, simultantetthet

|
n:
fS1,Sg,...,Sn\N(t)(317S2a .. .,sn|n) = t_n for 0<sy1<so<...<s, <t
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Markovprosesser i kontinuerlig tid

Chapman-Kolmogorov ligningene
zg t + 3 Z P’Lk ij

Kolmogorovs forover-ligninger
(1) = qui Pir(t) — v Py ().
k#j

Kolmogorovs bakover-ligninger

Z QZkij zRJ( )
k#i
Hvis P; = limy_.o Pj;(t) eksisterer, er P; gitt av
v; P = quij og ZP =1.
k#j

Spesielt for fedsels- og dgdsprosesser

1
Ph=—=— og P.=0,FP for k=1,2,...
ZZiM« &
der o) \
90:1 og Qk: L SRR for k‘:l,Q,...
MApe2 - ke
Kg-teori

For gjennomsnittlig antall kunder i systemet, L, gjennomsnittlig tid pr. kunde i systemet, W, betjenings-
tid, S, og gjennomsnittlig gjenveerende arbeid i systemet, V', gjelder

L=\W.

Ly = MW,
V = X E[SW] + A E[S?]/2.



