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Oppgave 1 EHRENFEST-MODELLEN

Den sakalte Ehrenfest-modellen kan bl.a. brukes som modell for varmeovergang mellom to iso-
lerte legemer av ulik temperatur. Legemenes temperaturer representeres da ved antall kuler i to
urner, som antas a inneholde tilsammen M kuler. Kulene antas a vaere nummerert 1,2, ..., M,
der M er et endelig positivt heltall. Varmeovergangen mellom legemene modelleres ved at det
hver tidsenhet trekkes tilfeldig ett av tallene 1,2,... , M og at kulen med dette nummer flyttes
fra urnen der den befinner seg, til den andre urnen. De enkelte trekninger av tallene 1,2, ... M
antas stokastisk uavhengige. Betrakt na en bestemt av urnene. La X, betegne antall kuler i
denne urnen opprinnelig, og la X,, betegne antall kuler i urnen etter n trekninger.

a) Gjorrede for at {X,,,n=0,1,2,...} er en Markov-kjede med tilstandsrom {0, 1,... , M}
og med ett-stegs overgangssannsynligheter

ﬁ. forj=1i—1
Pj=4q 1—4 forj=i+1
0 ellers

for alle i,j € {0,1,...,M}.
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b)

c)

d)

f)

Hva vil det si at en Markov-kjede er irredusibel? Er Markov-kjeden {X,} i denne opp-
gaven irredusibel? Er den aperiodisk? Begrunn svarene.

Finn Py, for alle j € {0,1,..., M}.

Vis ved regning at

M M
(1) < ; )Pi,i—i—l = < i1 >Pi+1,i

forie {0,1,...,M —1}

Gjor kort rede for hva det vil si at en Markov-kjede {X,} er tids-reversibel. Forklar
hvorfor vi fra likheten (1) kan konkludere at {X,,} i denne oppgaven er tids-reversibel.

Finn stasjonzerfordelingen {7;} for Markov-kjeden {X,,}.

Hvilken kjent fordeling er dette? Kan resultatet gis en intuitiv forklaring?

Du kan bruke at 1 ( ]\f > =2M,

Man gnsker et uttrykk for forventet antall kuler i urnen etter n trekninger, gitt at det
opprinnelige antallet er 7, dvs.

Bevis formelen

(i=0,1,...,M;n=0,1,2,...).

Vink: Utled fgrst rekursjonsformelen

2
mitt =14 (1 - M)m?



SIF5072 Stokastiske prosesser Side 3 av 6

Oppgave 2 SIMULERING
La Y veere eksponensialfordelt med forventing 1, dvs. at Y har tetthet
glxy=e" x>0

a) Vis hvordan Y kan simuleres ved inversjonsmetoden (“The Inverse Transformation Met-
hod”).

La Z veere en positiv stokastisk variabel med tetthet

b) Vis hvordan Z kan simuleres ved forkastningsmetoden (“Rejection Method”) ved forst a
simulere Y som i punkt (a).

c) La X veere standard normalfordelt, dvs. har forventning 0 og varians 1.
Vis at | X| har tetthet f(z) gitt ovenfor.

Forklar hvordan du kan utvide simuleringsmetoden i punkt (b) til & simulere verdier for
X.

Oppgave 3 BROWNSK BEVEGELSE

La {B(t),t > 0} veere en standard Brownsk bevegelse (“Brownian motion”), dvs. at o = 1.

a) Gitt at B(2) = 3, hva er sannsynligheten for at B(1) < 17
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Formelsamling:

Setningen om total sannsynlighet og dobbelforventning:

La By, By, ... veere parvis disjunkte hendelser med P(U°, B;) = 1. Da gjelder

PAIC) = 3 P(AIB; 1 C)P(BO)
i=1

BIXIC) = 3 BIX|B; 0 C)P(B|C)
i=1

Forventning for ikke-negative stokastiske variable:

Hvis X er diskret fordelt med mulige verdier 0,1,2,... er

E[X]=) P(X>k).
k=0
Hvis X er kontinuerlig fordelt med P(X < 0) =0 er

E[X] = /000 P(X > z)dz.

Markovkjeder i diskret tid:

Chapman-Kolmogorov ligningene

)

(m4n) _ X p(m) p(n)
P _ZPik P,
k=0

For transiente tilstander 4, j og k er forventet tid i tilstand j gitt start i tilstand 4, s;;

sij = 0ij + Y Piksj.
i

For transiente tilstander ¢ og j er sannsynligheten for en eller annen gang & returnere til tilstand j
gitt start i tilstand ¢, f;;

fij = (sij — i)/ 85j-
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Poisson-prosess:

Ventetid til n-te hendelse (n-te arrival time), S, har sannsynlighetstetthet

nin—1
()\ t 1 e M for t>0.
n — .

fs,.(t) =

Gitt at antall hendelser N (t) = n, s& har S, Ss,... , S, simultantetthet

|
n!
f51,50,. SuIN (1) (51,52, -+, 8n|n) = m for 0<s1<s9<...<8s, <t

Markovkjeder i kontinuerlig tid:

Chapman-Kolmogorov ligningene
zg t + 3 Z Rk P k]

Kolmogorov’s forover-ligninger
(t) = ZijPik(t) — v Py (t).
k#j
Kolmogorov’s bakover-ligninger

qupk] UzP ( )
k#£i

Grensefordeling i fgdsels- og dgdsprosesser:

Grensefordelingen i en fgdsels- og dgedsprosess med f@gdselsintensiteter A\ > 0 for £ = 0,1,2,... og
dodsintensiteter g =0 og pux > 0 for k=1,2,... er

Py, = og P, =0P for k=1,2,...

1
ZZO:O Ok
der
AOAT * oo Ak

0p=1 og O = for k=1,2,...
Bipe2 .. g
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Kg-teori:

For gjennomsnitlig antall kunder i systemet, L, gjennomsnitlig tid i systemet, W, gjennomsnitlig antall
kunder som betjenes, Z, betjeningstid, S, og arbeid i systemet, V', gjelder:

L= \W.
Ly = AW,
7 = \E[S].

V = MEISW;] + A E[S?]/2.

Noen matematiske rekker:

~ p_l-amt! ok a ~(n kpn—k o aF
— . — . n—kK __ n., _ ,a
Sa =l Yot (et =
k=0 k=0 k=0 k=0
Differensialligning:

Differensialligningen f’(t) + af (t) = g(t) for ¢ > 0 med initialbetingelse f(0) = a har lgsning

t
ft) = ae +/ efa(tfs)g(s) ds
0



