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a)

b)

{Xn,mn = 0,1,2,...} er en markovkjede hvis sannsynlighetsfordelingen
til X, kun er avhengig av tilstanden i forrige tidsledd. Dette er tilfred-
stillt i vart tilfelle, da X, bare kan vare en stgrre eller en midre enn
X,. Sannsynligheten for hver av de to mulighetene avhenger kun av X,.
Sannsynligheten for 4 ga en opp er lik sannsynligheten for a velge en kule
i den andre urnen. Med (M — i) kuler i den andre urnen blir sannsyn-
ligheten for dette utfallet Mz\/f =] — ﬁ Sannsynligheten for & g en
ned er lik sannsynligheten for 4 velge en kule i den fgrste urnen. Med
i kuler i denne urnen, blir sannsynligheten -i-. Dermed er uttrykket for
overgangssannsynlighetnen vist.

M

En markovkjede er irredusibel hvis alle tilstander kommuniserer med
hverandre. Dvs at fra en vilkarlig tilstand si er det positiv sannsynlighet
for at kjeden besgker samtlige andre tilstander, bare antall overganger
blir stort nok. I vart tilfelle komuniserer tilstand 0 med tilstand 1, og
tilstand 1 kommuniserer med tilstand 2. Dermed kommuniserer tilstand
0 med tilstand 2. Slik kan vi argumentere til alle tilstander kommunis-
erer. Kjeden er ikke aperiodisk fordi Pj} = 0 néar n ikke er delbar pa 2,
dvs at den har periode 2 og ikke 1 som er kravet for aperiodisitet. Vi ser
at P; = 0 fra overgangssannsynlighetene. Vis ser ogsd at P3 = 0 siden
P(z'—l—l)(i—l—l) = P(z'—l)(i—l) = 0. Vi ser at man kan bare komme tilbake til
opprinnelig tilstand ved like antall overganger.

Vi kan her bruke Chapman-Kolmogorov ligningene som er gitt i den
medfglgende formelsamlinga.

o0
m—+n __ m pn
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Vi vet at Pjy = 0 og P3, = 0 mens P3; = 1 og P2 = 0. Vi kan ogs4 se at
P$, =0ogat Py =0,i =4,5,.... Vi trenger derfor bare & regne ut P
og P, La oss se pa Chapman-Kolmogorov ligningen for Py :
Py? = PyPy + Py P + PPy + ...
= 0-P4+1-PL4+0+0+...=P2

Bruker igjen Chapman-Kolmogorov pa P2 og far

Ph = PyPo+ PP+ PioPy
= P10+ P12 Py
B L q_1)2
B M M’'M
Dvs SMf 9
P = =3
P$; er enklere & regne ut, da vi i dette tilfelle ma ga rett fra 0 til 3.
1 2 (M -1)(M -2)
3 _ _ _
d) Venstre side:
M :
(z‘)P”“ = - (1= /M) =
_ M M—i_ _(M-1)!

=AMy M T d(M i)

Hgyre side:

MY, M! i (M —1)
Q+J’““@+mwewnfﬁ_mM—pn!

Vi ser at de to sidene er like. For at en markovkjede skal vaere tidsre-
versibel, ma likheten

71'1'13,']' = 71']'13]',' for alle i,j

gjelde. La (zg, z1,-..,xp) veere positive slik at
Z; .
=3 — for alle ¢
> k=0 Tk

Da vil kravet om reversibilitet bli redusert til

7TZ'PZ'j = Wiji for alle ’i,j

)

P ;=

)

.TZP” = .’Eiji for alle ’i,j

Zi

M
> k=0 Tk

Zj

I p..
M J
Zk:o Tk
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I vart tilfelle er det nok at
7P it1 = zip1Piy1; for alle i (1)
siden P;; = 0 ellers. Vi ser at z; = (AZ/I) oppfyller ligning (1).

e) P.g.a. tidsreversibilitet ma vi ha

M
__ T _ (z) _ (M ) 9—M
M - M (M \
dik=0Tk k=0 (k) !
dvs binomisk(M,1/2) fordeling. Intuitiv tolkning: Etter et stort antall

trekninger vil hver kule med sannsynlighet 1/2 veere i en av de to urnene,
uavhengig av hverandre.

U

f) Iflg. vink ser vi forst pa

mit! = B(Xpi1|Xo = i)
M
= B(Xn1|Xo =i, Xy = j)P(Xn = j| X = i)
=0

M

E(Xn+1|Xn = j)P(Xn = j|X0 = ")

<.
Il
)

G =D+ G+ D0 -2y

M-

<.
Il
=)

1+ (1 - )il

M-

. M
7=0
2 .
= 14 (1= =) B(Xa|Xo = )
2
=1+ (1 —)m}

Lgser ved hjelp av rekursjon. For n = 0:

M 2 ) . ,
mgz7+(1—M)0(1—7):7+(2—7):% (2)

som stemmer med det vi forventer. Antar nd at formelen gjelder for n.
Skal vise at den ogsa gjelder for n + 1.

mith=1+(1- %)m?

2 M 2 M
=14+(1—-)—+1-2)"G - —
(-2 (1= )" )
M 2 M
=14(—-1 1— )t — —
(G- D+a- )" - )

_M 2n+1- M
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a)

b)

Vet at den kumulative fordelingen til eksponentialfordelingen er gitt ved
Flz)=1—¢€¢%2>0
Den inverse av denne er gitt ved
F(z)=1-¢€" < Fl(u) =log(1 — u)
slik at Y kan simuleres ved a trekke U ~ Unif[0,1] og sa sette ¥ =
F~YU) = log(1 - ).

Vi ser at

g9(x)  V2m
For & finne en konstant som alltid er stgrre enn f(z)/g(z) ma vi finne den
stgrste verdien e~%"/2% kan ha for z > 0. Dette gjor vi ved derivasjon, og
vi deriverer bare eksponenten da eksponentialfunksjonen er en monoton

f($) 2 e—x2/2—|—$

funskjon.
(—2?/2+2) = —24+1= Tyaz = 1

Vi far dermed at

Dermed blir simuleringsalgoritmen seende slik ut:

1. Trekk X ~ g(z) ved hjelp av algoritmen over og trekk U ~ Unif|0, 1]

2. HvisU < % sd settes Z =Y. Ellers begynn igjen péa 1.

La

og la W = |X|. Da er

Fy(w)=P(W <w)=P(|X|<w)=P(—w <X <w)
= ®(w) — P(—w) =2%(w) — 1

Dermed blir
fw(w) = Fiy(w) =2 h(w) = f(w) Q.E.D.
Vi kan simulere X ved & simulere Z og U ~ Unif[0.1] og sette

_ | ZhisU <172
| =2, hvis U > 1/2
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a) Skal finne P(B(1) < 1|B(2) = 3). La fip(z|3) veaere sannsynlighets-
fordelingen til X (1) nar vi vet at X (2) = 3). Ved hjelp av bayes teorem
kan denne skrives som

[1(@) fopBlz) — fi(z)foi(3 — )
fip(zl3) = f2(|3) = 72(3)
o exp{—z?/2 - (3 - z)%/2(2 - 1)}
= exp{—z®+ 3z — 9/2}
o exp{—z® + 3z — (3/2)*}
= exp{—(z —3/2)%}

For & fa til overgangene over, sa ganger og deler vi med konstante tall.
Det er derfor vi ma bruke proporsjonalitetstegnet i stedet for likhetstegn.
Av den siste ligningen ser vi at fi3(|3) er normalfordelt med forventning
3/2 og varians 1/2. Dermed er

V172

P(B(1) <1|B(2) = 3) = ® (1 - 3/2) — ®(—0.71) = 0.24
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