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{X3 = 0|X0 = 1} = P10P

2
00 + P12P21P10 =

1

2
· 12 +

1

2
·
2

3
·
1

2
=

2

3
,

���
~
{X5 = 0|X0 = 1} = P10P

4
00 + P12P21P10P

2
00 + P12P21P12P21P10 + P12P23P32P21P10

=
1

2
+

1

2
·
2

3
·
1

2
+

1

2
·
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3
·
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2
·
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3
·
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2
+

1

2
·
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3
·
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4
·
2
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·
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2
=

1

2
+

1

6
+

1

18
+

1

24
=
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~
{X3 = 0|X0 = 1, X5 = 0} =

~
{X3 = 0, X5 = 0|X0 = 1}~

{X5 = 0|X0 = 1}

=

~
{X3 = 0|X0 = 1}

~
{X5 = 0|X3 = 0, X0 = 1}~

{X5 = 0|X0 = 1}
=

2
3 · 1
55
72

=
48

55
.
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1 ↔ 2 ↔ 3 ↔ · · · ↔ s − 1 � (D����	 0 6→ 1
���

s 6→ s − 1 �^� � %�}���{�����(D�
{����
��������������!�����	����!���	
	
���
{0}, {1, 2 . . . , s − 1}

���
{s} �

d(0) = 1
	���{����

P00 > 0 ��� ��!�	������
����{��-��� d(s) = 1
	
��{����

Pss > 0 � w����*����!�	��>����{ 1
%�}���()���0���

P 1
11 = 0, P 2

11 > 0, P 3
11 = 0, P 4

11 > 0
��������{����
�-���

P n
11 = 0

%����
n
��{�{��-���

P n
11 > 0

%'���
n
!������ �������(D�
{����

d(1)
!����)	
�
���
	��
��%���!�!��
	�{�������	>����%����

2, 4, 6, 8, 10, . . . � 	
��(����
2 �M� ��{����|��!�!��A����!�	��>����{������	>��(-(D�"������������!�����	���!���	
	
�A�����2	���(-(D�*�E��������{�����!����2{�����(D�
{

d(1) = d(2) = . . . = d(s − 1) = 2 �
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� (-����	����F���D	�������	
	���!���������� 1
2

%'���M���M{����)��!�{�����(D���P����(-(D���P����!�������� �^� ��!�	��>����{ 1
���M{�����(D�
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�
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{���!�!��*����!�	��>����{������ 1, 2, . . . , s − 1
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� �
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����	
� %����
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us
0 = 0

���
us

s = 1.
� �
�

���]�z���������n!������������������]�F!�������������	
	�	�	��
��(D�������������*���d���
{ } � �����������n��} ������	
��( 	��fxS���A���
{ ����{�	S�
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1 �
us

i = Pi,i−1u
s
i−1 + Pi,i+1u

s
i+1

%����
i = 1, 2, . . . , s − 1.

�A��	 �
us

i =
i

i + 1
us

i−1 +
1

i + 1
us

i+1

%����
i = 1, 2, . . . , s − 1

� � �
� ��!�������!���	
���
����(D�
{

i + 1
��}-�E�������*	���{���� �

(i + 1)us
i = ius

i−1 + us
i+1

%����
i = 1, 2, . . . , s − 1.

�U��	
����{��������*���
{�������	
	�����}
us

i+1

us
i+1 = (i + 1)us

i − ius
i−1.

�^�
	��>�����
����	>}
i
(D�
{

i − 1
���]%�}��

us
i = ius

i−1 − (i − 1)us
i−2

%����
i = 2, 3, . . . , s.

�������
�)���n}�� ���V������� ������%�	�!��*%����
us

i = ai/as

{����
	>��(
ai �
�����D������%�	�!�!������
�������
	'xS����	
!���������������� �

as%������������
�
	��
ai = iai−1 − (i − 1)ai−2

%����
i = 2, 3, . . . , s.

� �
{ } � ����	����
�"{��������*�
�������
	'x�����	�!���������������� � 	>��(n��������������!������
{�������� a0 = 0
���

a1 = 1
%�}��&���J���

a2 = 2 � a3 = 4 � a4 = 10 � a5 = 34 � a6 = 154
���

a7 = 874,
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u5

3 =
4

34
=

2

17

���
u7

4 =
10

874
=

5

437
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0 � �d� N
� ���
�������������>��!�!U�E�
	>��� ����!U����!�	
�>����{

0 � ���]%�}��&���

vs
i =

�
[N |X0 = i] =

�
[N |X0 = i,N > 0]

~
{N > 0|X0 = i}

+
�
[N |X0 = i,N = 0]

~
{N = 0|X0 = i}.

�h����()}]}�� ���V�����������]��� �
[N |X0 = i,N = 0] = 0 � ���
	
	����
����()} ~ {N > 0|X0 = i} = 1− us

i	���{����n������{���!�	
���
N > 0
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P00
���

P01
������������! � ��� 	������������ � � �^��{���!����D()} �

[N |X0 = i,N > 0] =
�
[N |X0 = 0]��}]��������� �z� ()�������y����������	������E��� � ������(D�
{����������J���

vs
i =

�
[N |X0 = 0] ·

(

1 −
ai

as

)

.

� ��� ��}��
X0 = 0
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0 � N
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��(D��������	�� %'���
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p = us
1 = 1/as �������(D�
{�%�}��&���

vs
i =

1
1
as

·

(

1 −
ai

as

)

= as − ai.
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1 = 1 + vs

0
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i =

i

i + 1
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i−1 +

1

i + 1
vs
i+1
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i = 1, 2, . . . , s − 1.
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X = F−1(U)
��!����

~
{X ≤ x} =

~
{F−1(U) ≤ x} =

~
{U ≤ F (x)} = FU (F (x)) = F (x),

%����
{��
FU (u) = u

%'���
u ∈ [0, 1]

���
F (x) ∈ [0, 1] �
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F (x) = 1 − exp{−λx}.

�����|���V�����
	>��% ������	'x�������� �
�
F (x)

�������������8{�����(D�
{|���
{

u = F (x) = 1 − exp{−λx} ⇔ x = F−1(u) = −
1

λ
ln(1 − u).
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[0, 1] �
•
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X = − ln(1 − U)/λ �

� ��!��
��������������������� ()��� 	
�����
�
X = − lnU/λ
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U
���

1 − U
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{���!������)��}��

U
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[0, 1] �
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{���!����������|��!����

g(x1, . . . , xn) =

{
∏n

i=1
1
λ
e−λxi = 1

λn e−λ(x1+x2+...+xn) %����
x1, x2, . . . , xn > 0,

0
��!�!����
	 �

������(D�
{���!����
c = max

x1,x2,...,xn>0

f(x1, x2, . . . , xn)

g(x1, x2, . . . , xn)
= k,

	�!��������2����	>�����
	>������	
	���!����������
��� ��!����

f(x1, x2, . . . , xn)

cg(x1, x2, . . . , xn)
= 1

%����
x1, x2, . . . , xn > 0
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1 2

� W� O

λ1 λ2

µ µ

�J�
T
���<�
�<����{����]����!�()��	���������� %'����!����d%����
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�M�V����� � �*�2��!���� T

����	�� ��������	�����! %'���
{���!��F(D�
{n���V�
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���
λ1 + λ2 � ������(D�
{

P{T ≥ t} = 1 − P{T < t} = 1 − (1 − e−(λ1+λ2)t) = e−(λ1+λ2)t.

w����
i = 1, 2 � !�� Ti
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������{���� {��-����(-�E���������
i
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�
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P{T1 < T2} =
λ1

λ1 + λ2
.
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X(t)
��!����
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�
0 P1µ + P2µ

�
P0(λ1 + λ2)

� � �

1 P0λ1
�

P1µ
� � �

2 P0λ2
�

P2µ
��� �

���){��
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P0 + P1 + P2 = 1.

� � �

�8����������� � � �<��� ��� ������� � ����������!�{�	�����	 �

P1 = P0
λ1

µ

���
P2 = P0

λ2

µ
,

	
��( ������	>�����2�8!������������ � � �������

P0 ·

(

1 +
λ1

µ
+

λ2

µ

)

= 1
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⇒ P0 =
µ

µ + λ1 + λ2
.

�������
�*������{�����(D�
{ ����	�}

P1 =
λ1

µ + λ1 + λ2

���
P2 =

λ2

µ + λ1 + λ2
.

����{���!d�
������{�����{������
�������>��	'x����
= P1 + P2 = λ1+λ2

µ+λ1+λ2
�

���V�>��!�!8%�����!8��� � ����{�	
��������� = P0 · (λ1 + λ2) = µ(λ1+λ2)
µ+λ1+λ2

�
��v
�2��!�(D�������
�y��	2%����
�z������!����������������A�����

~
′

0(t) = µ
~

1(t) + µ
~

2(t) − (λ1 + λ2)
~

0(t),~
′

1(t) = λ1
~

0(t) − µ
~

1(t),~
′

2(t) = λ2
~

0(t) − µ
~

2(t).

� ��!������
����{��"������������!�� ������������!�	
��������!����
~

0(0) =
~
{X(0) = 0|X(0) = 0} = 1,~

1(0) =
~
{X(0) = 1|X(0) = 0} = 0,~

2(0) =
~
{X(0) = 2|X(0) = 0} = 0.
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w��>�]������������!�� ������������!�	
�����"%�}��&()���

~
0(0) = α0 + β0 = 1 ⇒ α0 = 1 − β0,~
1(0) = α1 + β1 = 0 ⇒ α1 = −β1,~
2(0) = α2 + β2 = 0 ⇒ α2 = −β2.
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~

0(t)+
~

1(t)+
~

2(t) = 1
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t ≥ 0
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−γβ1e
−γt = λ1(1 − β0 + β0e

−γt) − µ(−β1 + β1e
−γt),

{���	
−γβ1e

−γt = λ1 − λ1β0 + λ1β0e
−γt + µβ1 − µβ1e

−γt.
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λ1 − λ1β0 + µβ1 = 0
���

− γβ1 = λ1β0 − µβ1,

	
��( �����
β1 =

λ1

µ
(β0 − 1)

���
γ = µ − λ1

β0

β1
.
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β2 =
λ2

µ
(β0 − 1)

���
γ = µ − λ2

β0

β2
.
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�����A~
0(t) +

~
1(t) +

~
2(t) = 1

���������

1 − β0 + β0e
−γt − β1 + β1e

−γt − β2 + β2e
−γt = 1,

	
��( ���2������%�	�!���{����
	
��(
β0 + β1 + β2 = 0.
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β0 +
λ1

µ
(β0 − 1) +

λ2

µ
(β0 − 1) = 0.
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β0

(

1 +
λ1

µ
+

λ2

µ

)

=
λ1

µ
+

λ2

µ
⇒ β0 =

λ1 + λ2

µ + λ1 + λ2
.
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β1 = −
λ1

µ + λ1 + λ2

���
β2 = −

λ2

µ + λ1 + λ2
.
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γ = µ + λ1 + λ2.
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α0 =
µ

µ + λ1 + λ2
� α1 =

λ1

µ + λ1 + λ2

���
α2 =

λ2

µ + λ1 + λ2
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����	
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t → ∞

P0 = lim
t→∞

P0(t) = α0=
µ

µ + λ1 + λ2
,
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P1 = lim
t→∞

P1(t) = α1=
λ1

µ + λ1 + λ2���
P2 = lim

t→∞

P2(t) = α2=
λ2

µ + λ1 + λ2
.
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