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Oppgave 1
a)
Fra skjemaet over markovkjeden far man
1 1 2 1 2
P{X5=0[Xg=1) = PygP? + PoPy1Pig=--12+=.2.2 _ 2
{X3 =0[Xo =1} = ProFyo + PP Pro = 5 +232é,

0og
P{X5 = 0|Xo = 1} = PigPgy + Pi2Pa1 Pio P + P12 Po1 Pia Pay P + P12 Pa3Psa Py Prg

_1+121+12121+11321_1+1+1+1_55
2232 23232 23432 2 6 18 24 712

Dermed far man videre

P{X; =0, X5 = 0[Xo =1}
P{X; = 0| X, = 1}

P{X5=0|Xo=1,X5=0} =

_P{X3=01Xo=1}P{X5 =0[X3=0,Xp=1} _3-1 48

P{X; = 0|Xo = 1} T

b)

Harat 1 <2< 3« .-« s—1,mens 0/~ 1 og s/ s—1. Vifar dermed tre ekvivalens-
klasser {0},{1,2...,s— 1} og {s}.

d(0) = 1 siden Pyo > 0. Tilsvarende er d(s) =1 siden Pss > 0. For tilstand 1 far man at

P}, =0,P4 >0,P} =0,P} >0 og videre er P}y = 0 for n odde og P} > 0 for n like.
Dermed er d(1) lik stgrste felles divisor for 2,4, 6,8, 10,..., som er 2. Siden alle tilstander i
samme ekvivalensklasse har samme periode blir dermed d(1) =d(2) = ... =d(s — 1) = 2.
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Tilstand 0 og s er rekurrent siden de er absorberende tilstander. Vi ser at tilstand 1 kun
vil bli besgkt et endelig antall ganger fordi hver gang kjeden besgker tilstand 1 vil det veere
(minst) en sannsynlighet 3 for at den aldri mer kommer tilbake. Tilstand 1 er dermed tran-
sient. Siden dette er en klasseegenskap blir dermed alle tilstandene 1,2,...,s — 1 transiente.

Markovkjeden har ikke en grensefordeling siden den verken er irredusibel, aperiodisk eller

rekurrent.

c)

Det er opplagt at

uy=0 og wu;=1. (1)
De gvrige ligningene i ligningssystemet finner vi ved & betinge pa hva som skjer ved tids-
punkt 1,
uf = Pi,i_luf_l + H,Hlufﬂ fori=1,2,...,s— 1.
Dvs. ) 1
7 .
uf:i—i—luf_l—i_i—f——lufﬂ fori=1,2,...,s—1 (2)

Multipliserer med ¢ 4+ 1 pa begge sider,
(04 Duf =du;_ | +ujy, fori=1,2,...,s 1.
Lgser denne ved hensyn pé u;, 4
wi g = (i 4+ i —iuj_;.
Erstatter sa ¢ med ¢ — 1 og far

S s S . S .
i :Zuiil_(l_l)ui72 fOI‘Z:2,3,...,S.

Dette er apenbart oppfylt for uf = a;/as dersom a;’ene oppfyller rekursjonsligningen (as
forkortes)
a; = iai,l — (’L — 1)CLZ',2 for ¢ = 2,3, ey S

Ved & benytte denne rekursjonsligningen, samt initialverdiene ag = 0 og a; = 1 far vi at
az=2 , a3=4 , ag4 =10 , a5 =34 , ag =154 og ay = 874,

som gir at
u3 = —=-— og ul = 10 = —

d)
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Det (i hvert fall matematisk) enkleste blir her & betinge p& om kjeden noen gang kommer
til & besgke tilstand 0. La N betegne antall besgk til tilstand 0. Da far vi

vf = E[N|X, =i] = E[N|Xo =i, N > 0]P{N > 0|X, = i}

+E[N|Xo =i, N = 0]P{N = 0| X, = i}.

Man mé &penbart ha at E[N|X, =4, N = 0] = 0. Dessuten ma P{N > 0| Xy =i} =1—u}
siden hendelsen N > 0 er identisk med hendelsen at tilstand 0 nés for tilstand s. (Merk at de
endrede Py og Pp1 ikke vil bety noe her!) Endelig ma E[N| Xy =i, N > 0] = E[N| Xy = 0]
pa grunn av markovegenskapen. Dermed har vi at

v¥ = E[N|Xo = 0] - <1— ;>.

Men nar Xp = 0 m& N bli geometrisk fordelt. Hver gang tilstand 0 besgkes vil kjeden farst
ga til tilstand 1 og deretter vil det veere en sannsynlighet u{ for at den aldri kommer tilbake
til tilstand 0. N blir derfor geometrisk fordelt med suksesssannsynlighet p = uj = 1/as.

Dermed far vi
1 a;
=T (1-—) =as—ai
— S a s
a S

Alternativt kan man starte med & betinge pa verdien til X; og dermed fa et linezert lignings-
system for v{;7 = 0,1,...,s. Dersom man velger & telle antall ganger kjeden forlater tilstand
0 far man ligningssystemet

]

i 1 .
vi =14uv; og vf:i—k—lvisfl%—i—{——lvfﬂ fori=1,2,...,s—1.

S

3 = 0 skal man etter

Lgser man sa dette ligningssystemet sammen med randbetingelsen v
litt jobbing f& samme svar som over.

Oppgave 2
a)
Kumulativ fordelingsfunskjon for X = F~1(U) blir
P{X <a} =P{F'(U) <} =P{U < F(2)} = Fy(F(z)) = F(x),

fordi Fy(u) = u for u € [0,1] og F(x) € [0,1].
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For en eksponensialfordeling med parameter A har vi
F(z) =1—exp{—Az}.

Den inverse funksjonen av F'(z) finner vi dermed ved
1
u=F(z) =1—exp{-Xz} & r=F )= —Xln(l —u).

Algoritmen blir dermed
e Trekk U fra en uniformfordeling pa intervallet [0, 1].
e La X=—-In1-0U)/A\

[Alternativt kan man sette X = —InU/A siden U og 1 — U har samme fordeling nér U er
uniformfordelt pa [0, 1]]

b)

I dette punktet finnes det uendelig mange riktige svar (og om mulig enda flere som ikke er
riktige). Det mest neerliggende svaret er nok & foresla uavhengige og eksponensialfordelte
X;’er. Dvs. forslagsfordelingen blir

g(z1,...,x,) = [Ty e = sme Movteatoton) - for ay,ay,.. 2y > 0,
0 ellers.
Dermed blir
_ flxr, e, ... xy) B
c= max =k,
T1,22,...,2n>0 g(.%'l, Ty ,$n)

slik at akseptsannsynligheten blir

flxy,me, ... xy) _1q

cg(z1, T2, ..., Ty)
for x1,x9,...,2, > 0 (og det er kun dette tilfellet som er interessant siden negative x;’er
aldri vil bli generert). Simuleringsalgoritmen blir dermed

1. Generer Uy, Us, ..., U, uavhengig og uniformfordelt pa intervallet [0, 1].

2. Beregn X; = —InU; /A fori=1,2,...,n.
3. Hvis X1 < Xy < ... < X, er man ferdig, hvis ikke g& tilbake til punkt 1.

Dersom n er stor vil det bli sveert liten sannsynlighet for at X; < Xy <... < X, i punkt 3.
Dermed vil forventet antall ganger man ma utfgre punkt 2 og 3 bli sveert stort og algoritmen
tilsvarende lite effektiv.
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Oppgave 3
a)

Skjema for markovprosessen blir

An&
OO

La T veere tiden til maskinen feiler fgrste gang. Da blir 7' eksponensialfordelt med intensitet
A1 + A9. Dermed

P{T>t}=1-P{T<t}=1—(1—e Matty = ;~(itho)t,

For 1 = 1,2, la T; veere tiden da komponent ¢ feiler fgrste gang. Da blir

A1
A+ Ao

P{T1 < TQ} =

b)

Ligningssystemet for grensefordelingen til X (¢) blir

tilstand ankomstrate = avgangsrate

0 P+ Py = Po(M + A2) (A)
1 Po\i = P (B)
2 Pora = Pop (9)
og dessuten
P0+P1—|—P2:1. (D)

Ligning (B) og (C) gir, henholdsvis,
A A
P =R og Py=PR"2
[ [

som innsatt i ligning (D) gir

Po-<1+ﬁ+ﬁ>:1
B
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1
=>FP=—7"
0 o+ )\1 + )\2
Dette gir dermed ogsa
)\1 )\2
Pp=—2"Y  og Pp=— "2
! A+ Ao 8 2 wH A+ Ao
Andel av tid under reparasjon = P; + P, = ,U«J)\FI)\TJ);%\Q

. . A1+
Antall feil pr. tidsenhet = Py - (A1 + Ap) = LA

c)
Kolmogorovs foroverligninger gir

Pi(t) = pP1(t) + pP2(t) — (A1 + X2)Po(2),
Pi(t) = MPo(t) — uPi(t)
Py(t) = XaPo(t) — uPa(t)

)

Tilhgrende initialbetingelsene blir

Po(0) = P{X(0)=0[X(0) =0} =1,
Pi(0) = P{X(0)=1/X(0) =0} =0,
P5(0) = P{X(0)=2/X(0)=0}=0

d)
Fra initialbetingelsene far man

Po0) =g +5o=1 = ag=1- [,
PIO)=a1+61=0 = a3 =-0,
P2(0)=as+ /=0 = ay=—[s.

De tre differensialligningene er linesert avhengige (summerer man de tre ligningene far
man 0 pa begge sider). Det er derfor nok & benytte to av de tre ligningene (pluss kravet at
Po(t)+P1(t)+P2(t) = 1 for alle t > 0). Benytter de to siste. Den andre differensialligningen
gir

—yB1e” " = M(1 = Bo + Boe ™) — pu(—B1 + Pre” ),

dvs
—yBre” " =X — M Bo + MBoe "+ uB — pBre

eksAug03l August 19, 2003 Side 6



SIF5072 Stokastiske prosesser

Dette gir dermed at

A —=MBo+upfr=0 og —v61 =B — pb,

som gir
A
b= i(ﬁo—l) og Y=p—A

Helt tilsvarende gir den tredje differensialligningen at

ﬁz:%(ﬁo—l) og ’YZM—&E-

Kravet Po(t) +Pi(t) + Pa(t) = 1 gir at
1— Bo+ Boe " — B+ Bre " — By + e =1,

som er oppfylt dersom

Bo+ B+ B2 =0. (5)
De fgrste ligningene i (3) og (4) sammen med (5) gir at
A A
Bot+ =(Bo—1)+Z2(B—1) =0.
I [
Dette gir dermed
A Ag) AN A1+ A2
I+ =+ ) =24 == — .
ﬁo( o) e T T p A
Setter man s& dette inn i de fgrste ligningene i (3) og (4) far man
A1 A2
= —_— (9] = -
b 1+ A+ Ao g 02 1w+ A+ Ao
Setter man dette inn i den siste ligningen i (3) eller (4) far man videre
7=+ A+ Ao
Til slutt gir uttrykkene for 3;’ene fglgende «;’er
Oé():# Ogl:# Og 042:#
LM+ B A+ X p+ A+ Ao
Finner grensefordelingen ved & la t — oo
P(] = lim Po(t) = p= #,
= t—oo u=+ A1+ A9
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P = lim Pi(t) Al
= l1im ==
= oo e

0g

Ao
= 1 P t = =
By = lim Po(t) = av= 23
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