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Oppgave 1
a)

En funksjon f(x) sies & veere o(h) dersom

lim m

h—0

=0.

Eksempler pa funksjoner som er o(h):
1. f(z) =22 er o(h) fordi limj_. h—h2 = limy_,oh = 0.
2. f(x) = e er o(h) fordi limh_,()# = limh_)oe}ﬂT'zh = 0 [ved bruk av L’Hépitals
regel|.
Eksempler pé funksjoner som ikke er o(h):
1. f(z) =1 er ikke o(h) fordi lim,_ + = oo # 0.

2. f(x) = h er ikke o(h) fordi limp_ % =1#0.
b)

En prosess {N(t);t > 0} har stasjonzere inkrementer dersom sannsynlighetsfordelingen til
N(t+ s) — N(t) kun avhenger av s, dvs. ikke avhenger av ¢.

At prosessen har uavhengige inkrementer er direkte gitt av krav (iz) i definisjon 1. Fra krav
(#4i) 1 definisjon 1 ser vi sannsynlighetsfordelingen for N (¢t + s) — N(t) ikke avhenger av t,
dvs. prosessen har stasjonsere inkrementer. Folgelig er krav (b) oppfyllt.

Fra (7i7) i definisjon 1 folger det at

()‘h)l —Ah —Ah
P{N(h) =1} = P{N(0+h) = N(0) = 1} = e = Mo+ M(e ™ — 1),
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Dessuten har vi at Ah(e™ — 1) er o(h) fordi

A
lim Mem 7~ 1) = M im (e M — 1) =0,
h—0 h h—0

slik at krav (c) er oppfylt.

For & vise at krav (d) er oppfylt, starter vi med & se pa
P{N(h) >2} =1—-P{N(h) =0} — P{N(h) =1}

—1—P{N(0+h) — N(0) = 0} — P{N(0 +h) — N(0) =1}
R i )

0! 1!
Ved hjelp av L’Hopitals regel far vi da at

=1- e M =1—e M _ \he .

> =M Y
lig PNV 22} . 1—e Ahe
h—0 h h—0 h
04 Ne M Nem M \2pem AR
= lim =0.
h—0 1

Dvs. P{N(h) > 2} = o(h) og (d) er bevist.

Oppgave 2
a)

P{Xni2 =1|X, =2} = PooPo1 + PoyPii =p(1—p)-p+p-p(1—p) =2p(1 —p) =

(=1 =

eksAug05l1 August 17, 2005 Side 2



TMA4265 Stokastiske prosesser

P{X 13 = 1|X,, = 2} = Pa3 P33 Poy+ Py Pog Poy+ Pog Poy P14 Poy Pio Po1+Po1 P11 Pi1+Pay PioPor

= p(1=p)*pp+p(1—p)p(1—p)p+p(1—p)pp(1—p) +pp(1—p)*p+pp(1—p)p(1—p) +ppp(1—p)
= 5p(1 — p)® + p*(1 — p) = 0.21875.

b)

Alle tilstander kommuniserer siden P; ;11 > 0 for alle ¢« > 0 og P;;—1 > 0 for alle i > 0.
Folgelig er alle tilstander i samme ekvivalensklasse.

Da P;; > 0 har tilstand 1 periode lik 1, siden alle tilstander er i samme ekvivalensklasse
har dermed alle tilstandene periode lik 1.

For at kgsystemet skal ha en entydig grensefordeling mé forventet antall nye kunder som
ankommer pr tidsenhet veere mindre enn behandlingskapasiteten pr tidsenhet. For vart
kgsystem betyr dette at

o
E[Z]=) iP{Z=1i}<1.
=0
Dette gir at
o o
. ; : ; 1—p I—p 1
> ip(l—p)'=p> i(l—p) =p- s = <lep>-.

)

Skal ved induksjon vise at

1 p\J
T = T <Tp> for 7 =0,1,...

Dette er opplagt riktig for j = 0. Antar at det er korrekt for j = 0,1,...,k, ma sjekke
formel for j = k 4 1, tar utgangspunkt i formel som grensefordelingen mé oppfylle,

o
T = E ;i Pig,
=0

T = molor + TPk + .o+ TR Prp + 1 Peg1 i
k—1

me = mop(1 —p)* + > mip(1 —p)" I+ mp(1 — p) + mepap
j=1
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p)
j:
1—p 1 1
= 7 <—> 1—p"* —p" (1 - p)— <—> —p(1—p)
p P \p
k—1
k 1— (1
1-p (p)
= o <—> L= =p" (= p)——— —p(1 - p)
p p
1-p\* k K
— 7y <_> [1 M +1_p2_p+p2]
k+1
1 —p>
= M1 =T | —
(5
Dvs. formelen gjelder ogsé for i = k + 1.
Finner mg ved ut fra kravet
o
> m =1
j=0
o .
1-pY\’ 1 2p—1 1
I ISP
— p 1- =L p—1l4+p = p p
]—0 p —_
d)
Antall kunder i kgsystemet i gjennomsnitt i det lange lgp:
o] o] j 1-p
1 1-p\’ 1 > 1—
L B P
= ) p p (1 1-p

B _) 2 2p—1
p
Siden ankomstprosessen er uavhengig av hvor mange kunder som er i kgsystemet far vi at

andel av kundene som ankommer mens kgsystemet er tomt er lik andel av tiden kgsystemet
er tomt, dvs.

Ty =2 — —

For at en kunde skal ga direkte til behandling mé to ting veere oppfylt, kgsystemet méa veere
tomt nar kunden ankommer og denne kunden ma veere den som gar forst inn i kgsystemet
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i sin gruppe. Andelen som ankommer mens kgsystemet er tomt er lik mg. For & finne
sannsynligheten for at en tilfeldig kunde blir fgrst i sin gruppe finner vi fgrst sannsynligheten
for k kunder i gruppa til en tilfeldig valgt kunde

kP{Z =k}

qr = P{k kunder i gruppa til en tilfeldig kunde} = —=— ,
ijo JP{Z = j}

kp(1 — p)* kp(1 —p)k _
LT S -
Zj:()]p( —p) Pa=a—p)?

Betinger s& pa antall personer i gruppa til var kunde og far

P{tilfeldig kunde gar inn fgrst i sin gruppa}
o0
= Z P{tilfeldig kunde gar inn fegrst i sin gruppe|k personer i gruppa}-P{k personer i gruppa}
k=1

_ool,_ool2_k—1_2oo_k_2 1 _
=D =) ph(l-p) —pgglp)ﬂqjﬁja—p

Dvs. andel av kundene som gar direkte til behandling blir

mop=2p—1

e)
Den generelle kostidentiteten er
Gjennomsnittlig inntekt pr tidsenhet = A, x Gjennomsnittlig belgp betalt av hver kunde.
Med den foreslatte betalingsregel far vi
Gjennomsnittlig inntekt pr tidsenhet =V og A, = E[Z] = p,

mens (husk at S =1)
Belgp betalt av kunde = W§ + 1

Dermed blir
Gjennomsnittlig belgp betalt av hver kunde = Wy + 1

og identiteten blir
V=pWg+1)
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f)

Folger sé en tilfeldig person gjennom kgsystemet. Siden var person ankommer pa et tilfeldig
tidspunkt uavhengig av antall i kg blir forventet tid for var person i k¢ lik gjennomsnittlig
arbeid i k@systemet pluss tiden han ma vente i kg pa grunn av andre kunder som ankommer
i samme gruppe som han selv. Dvs

1
Wo=V+ §E[antall andre kunder i gruppa til var kunde]

der (benytter at sannsynligheten for k kunder i gruppa til var mann er kay /)

E[antall andre kunder i gruppa til var mann] = Z(k — 1)@

k=1 H

1 27 :laz 2
= (B[2%] = BlZ]) = (0" + 1 — ).

Dermed far man at )
Wo=V+—(c®+pu* -
Q + 2N(ff +ut =)

De to ligningene sammen gir

1
Wo = u(Wo +1) + —M(Uzﬂt2 — 1)

iVVQ:2

Merk: formelen gjelder kun for p < 1. Dersom p > 1 vil det ikke finnes noen grensefordeling.
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