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Oppgave 1 Trekning av kuler fra urne

Betrakt en urne med totalt 4 kuler. Opprinnelig er tre av kulene rgde, mens en er bla. Man
trekker sa tilfeldig en av de fire kulene og erstatter denne med en kule av motsatt farge, dvs.
dersom en trekker en rgd kule tar en denne ut av urne og legger i stedet en bla kule i urna,
dersom en trekker en bla kule tar en denne ut av urna og legger i stedet en rgd kule i urna.
Slik holder en pa inntil alle kulene i urna er av samme farge. La X,, betegne antall bla kuler i
urna etter n-te trekning.

a) Begrunn kort at {X,,;n =0,1,2,...} er en stasjonzer Markov-kjede. Spesifiser utfallsrom
og overgangsmatrise.

b) Beregn sannsynligheten for at man ender opp med kun bla kuler i urna.
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Oppgave 2 Bilkollektivet

Per er nylig ferdig med sine studier i Trondheim og gnsker a fa tilgang pa bil. Han far hore
av en tidligere studiekamerat at det hgsten 1996 ble startet et bilkollektiv i Trondheim. Per
bestemmer seg for a regne pa hvor godt dette vil fungere for ham.

Per forutsetter at han melder seg inn og at han vil ha samme bruksmgnster av bilene som de
gvrige medlemmene. Han far opplyst at kollektivet i sa fall vil ha 12 medlemmer og at det vil
disponere 2 biler. I kollektivet kan medlemmene reservere bil for en dag av gangen og betaler
kr. 125 for hver dag de disponerer en bil.

Dersom mer enn to medlemmer gnsker bil en dag, er det fglgende regel for hvem som faktisk
far disponere bilene. Et medlem som gnsker bil og som disponerte bil ogsa dagen for, far
alltid gnsket innfridd. Hvem som far disponere de (eventuelt) gjenveerende bilene, avgjores
med loddtrekning blant de gvrige som gnsker bil.

Per forhgrer seg med foretningsforer om hvordan bruksmegnsteret er av bilene og gjor deretter
folgende antagelser:

- medlemmene gnsker/gnsker ikke bil uavhengig av hverandre.

- et medlem som disponerer bil en dag, vil med sannsynlighet 0.5 gnske bil ogsa pafslgende
dag.

- et medlem som ikke disponerer bil en dag (enten fordi han ikke gnsker disponere bil eller
fordi det ikke var bil ledig for ham), vil med sannsynlighet 0.06 gnske bil pafglgende dag.

Ut fra dette definerer Per Markov-kjeden {X,;n =0,1,2,...} der

0 hvis ingen medlemmer gnsker bil for dag nr n,

1 hvis ngyaktig ett medlem gnsker bil for dag nr n,

2 hvis ngyaktig to medlemmer gnsker bil for dag nr n,
3 hvis minst tre medlemmer gnsker bil for dag nr n.

X, =

a) Regn ut overgangssannsynlighetene

Pr{Xpp = 2|X, =0} , Pr{Xp =0/X, =2} og Pr{X,. =1|X, =1}
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Per regner ut hele overgangsmatrisen og finner denne til a bli

0 1 2 3
0.476 0.365 0.128 0.031
0.253 0.431 0.234 0.082
0.135 0.307 0.331 0.227
0.135 0.307 0.331 0.227

W N = O

Dessuten regner han ut tilhgrende grensefordeling og finner at denne blir

m = 0.2708, m =0.3684, m, =0.2403, 73 = 0.1205.

b) I det lange lgp, hvor mye vil kollektivet totalt motta fra medlemmene for bruk av bilene
i gjennomsnitt per dag?

I det lange lgp, hvor stor andel av dagene vil Per disponere bil?

Gitt at Per gnsker a disponere bil en bestemt dag i en fjern fremtid, hva er sannsynligheten
for at han far gnsket innfridd?

Under samtalen med foretningsfgrer far Per opplyst at det har veert litt misngye blant medlem-
mene i bilkollektivet med at de ikke alltid far tilgang til bil nar de gnsker det. Per blir fortalt
at bilkollektivet derfor vurderer a innga en avtale med et stgrre bilutleiefirma i byen. I sa fall
vil bilutleiefirmaet stille biler til disposisjon for medlemmene i kollektivet de dagene mer enn
to medlemmer gnsker bil, slik at medlemmene alltid er sikret tilgang pa bil. Medlemmene vil
for slike biler betale til bilkollektivet kr. 125 pr. dag pa samme mate som for kollektivets egne
biler. Men kollektivet ma betale kr. 250 pr. bil leid fra bilutleiefirmaet for hver av de dagene
ordningen benyttes. Foretningsforer forteller Per at de har veert litt redd for a ga inn pa denne
avtalen fordi de er redd det vil pafgre kollektivet sveert store utgifter. Per tilbyr seg a regne
pa dette for dem.

c) I det lange lgp, hva blir gjennomsnittlig nettoinntekt til bilkollektivet pr. dag dersom de
inngar avtalen med bilutleiefirmaet?

Oppgave 3 Utalmodige kunder pa postkontoret

Kari arbeider pa et lite postkontor. I forbindelse med rasjonalisering i postverket, ble nylig
antall ansatte ved dette postkontoret redusert. Som en fglge av dette er det na kun en luke
som er betjent, mot tidligere to. Dette har fort til lange koer ved postkontoret og Kari har lagt
merke til at mange kunder snur i dgra nar de ser den lange kgen. Kari bestemmer seg for a regne
litt pa situasjonen. Hun antar at potensielle kunder ankommer ifglge en stasjonaer Poisson-
prosess med intensitet A = 45 (time™!) og at behandlingstider for kundene er uavhengige og
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eksponensialfordelte med parameter p = 20 (time™!). Videre antar hun at dersom en potensiell
kunde ankommer nar det allerede er k kunder i lokalet vil denne snu i d¢ra med sannsynlighet

Kk
44k

Kari lar X (¢) betegne antall kunder i lokalet ved tidspunkt ¢.

a) Diskutér kort de antagelser Kari har gjort. Er det noen av antagelsene som virker urea-
listiske? Foresla eventuelt modifiserte antagelser.

Med de antagelser Kari har gjort, begrunn at X (¢) blir en fodsels- og dedsprosess og at
fgdsels- og dedsintensitetene er gitt ved

M= A —— i k=0,1,2,...
k 4—|—]€ or ) Ly 4y

e =p for k=1,2,...
0g o = 0.

I de resterende to punkter skal du ta utgangspunkt i Karis antagelser.

b) Etter at systemet har nadd likevekt, vis at sannsynlighetsfordelingen for antall kunder i

postlokalet blir
k

9
—0.0905 —~——  for k=0.1.2....
Tk Brip

[Hint: Vis at for alle heltall a > 1 og for ethvert reelt tall b > 0 har man at

og benytt dette i utregningene. Merk dessuten at generelle formler for grensefordeling i en
fodsels- og dedsprosess er inkludert i vedlagte formelsamling, pa side 6 i oppgavesettet.]

Hva blir forventet antall kunder i lokalet etter at systemet har nadd likevekt?

c) Etter at systemet har nadd likevekt, hvor stor andel av de potensielle kundene vil velge
ikke a snu i dera?

Bruk sa “keformelen” til a beregne forventet tid en kunde (som velger ikke a snu i dgra)
totalt vil bruke i postlokalet.
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Formelsamling:

Setningen om total sannsynlighet og dobbelforventning:

La By, By, ... veere parvis disjunkte hendelser med Pr{U®, B;} = 1. Da gjelder

Pr{A|C} = 3 Pr{A|B; 0 C}Pr{B;|C}

=1

B[X|C] = 3" ELX|B; N C|Pr{B,[C}

=1

Noen matematiske rekker:

n 1— an+1 n n
k n kin—k
» a* = (a+b)"=>" ( ) a®b
k=1 l-a o\ k
a i ak i k k a
e = - a =
o ¥ k=0 (1—a)?

Fgrstestegsanalyse:

La ¢(i) veere “kostnaden” i tilstand i, definert for alle transiente tilstander i € {0,1,2,. ..

La T veere absorpsjonstidspunktet for den absorberende tilstanden 7, og la

w; =F Egg(xn)m = @] .

Da har vi at
r—1

w; =g(i) + Y Pyjw;  for i=0,1,2,...,r—1.
=0

,r—1}.
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Poisson-prosess:

W, (tidspunkt for n-te hendelse) har sannsynlighetstetthet

)\ntn—l 67/\t
(n—1)!

Gitt at X (¢) = n, sa har Wy, Wy, ..., W, simultantetthet

fw,(t) =

|
n!
Jw Wowa x (0 (W1, Wa, . .. wp|n) = — for O<w <wy<...<w,<n.

Markovkjeder i kontinuerlig tid:

Forover Kolmogorov-ligninger
Pl(t) = Nj1Pijoa(t) — (Nj + 1) Pij (8) + 11 P g (1),
og bakover Kolmogorov-ligninger
P/i(t) = piPic1(t) — (i + pa) Py (t) + AiPiga5(1),

med fodsels- og dgdsrater A\;, u; > 0, samt A | = po = 0.

Grensefordeling i fadsels- og dgdsprosesser:

Grensefordelingen i en fodsels- og dgdsprosess med fgdselsintensiteter A\, > 0 for £k =0,1,2,...
og dgdsintensiteter py =0 og pp >0 for k=1,2,...er

1
T = 0o for k=1,2,... og Ty = S% 0,
der A )
g =22 L g g =0,1,2,. ..
Mg = oo g

Differensialligning:

Differensialligningen
') +af(t)y=g(t) for t>0
med initialbetingelse f(0) = a har lgsning

t
f(t) = ae™ —i—/o e~ =9 g(s)ds



