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Oppgave 1
a)

M3 kreve at Markov-kjeden er irredusibel, aperiodisk og positivt rekurrent, dvs. irredusibel
og ergodisk.

Vi ser av overgangsmatrisen at fglgende skjema over tilstander som kan nés fra andre
tilstander kan settes opp:

0—-1—-2—-3—-2—-24—0

Av dette skjemaet ser vi at enhver tilstand kan nas fra en hvilken som helst annen tiltand.
Dermed kommuniserer alle tilstandene, og Markov-kjeden er irredusibel. En Markov-kjede
med et endelig tilstandsrom m& ha minst en rekurrent tilstand, men siden Markov-kjeden
er irredusibel, m§ alle tilstandene veere rekurrente. Ogsa, siden tilstandsrommet er endelig,
mé enhver rekurrent tilstand veere positivt rekurrent. Fra overgangsmatrisen ser en at
P > 0 og P32 > 0. Fra Chapman-Kolmogorov-ligningen fglger at 13222 > Py3P3s > 0. Pa
tilsvarende vis finner en at 13232 > ]32;3P322 > Pr3 P31 Pio > 0. Sterste felles divisor for 2 og 3
er 1. Det medfgrer at stgrste felles divisor for alle hele tall n slik at P35 > 0, ogsa er 1. Det
betyr at Markov-kjeden er aperiodisk. Dermed er alle krav oppfylt, og Markov-kjeden har
en grensefordeling.

b)
Grensefordelingen 7 = (o, ..., m4) (betraktet som radvektor) tilfredsstiller ligningen

TP =
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Utskrevet gir det

2
- = T
3 4 0
L3
TT — =
0 477'3 ™
+ln =
T 47‘(’3 = Ty
LS U
37r2 37r4 = T3
2
- = T
3 2 4

I tillegg gjelder ligningen
mo+m +me+Tmy+my=1

Lgsning av dette ligningssettet gir grensefordelingen

1
= ——=(16, 31, 36, 20,24
Q 127( ) Y ’ Y )

OWR®
Figure 1: Diagram for Markov-kjeden. Pilene angir de positive overgangssannsynlighetene
Diagrammet i figur 1 viser at P35 > 0 bare for n = 4m, m = 1,2,.... Det medfgrer at

tilstanden 3 har periode 4. Skjemaet over tilgjengelige tilstander blir her

0—-1—-2—-24—-3—-1—-2—-4—0
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som viser at alle tilstander kommuniserer. Dermed er Markov-kjeden irredusibel, og alle
tilstander har periode 4. Markov-kjeden er dermed irredusibel, positivt rekurrent og peri-
odisk, og den har dermed ikke noen grensefordeling. Derimot har den en stajoneerfordeling
7 som er den entydige lgsningen av ligningene

P =7
0g
o+ 7T +me+ 7wy +my=1
Lgsningen blir

1
F=-—(2,3,3,1
™ 12( 53537 33)

Denne fordelingen blir & tolke som andelen av tiden prosessen tilbringer i de ulike tilstandene
i det lange lgp. Den stasjonzere fordelingen har ogsa den egenskapen at hvis en starter med
denne fordelingen s4 vil fordelingen ved alle senere tidspunkter veaere lik den stasjonzere.

Oppgave 2
a)

X, er en Markov-kjede siden rottas vandring er en symmetrisk tilfeldig gang med ab-
sorberende endetilstander.
Overgangsmatrisen er

1 00000
b0 5000
0204200

P= 2 2
0041030
0003 0 3
0 0 0 0 0 1]

Vi har et typisk "Gambler’s ruin" problem. Definerer 7' = min{n > 0: X,, = 1 eller X,, =
6} og v; = P[Xr = 6|Xy9 = i]. Daer vy = 0 og vg = 1. Vi gnsker & bestemme vy.
Forstestegsanalyse gir videre at

1

V2 - 52}37 (]‘)
1

vy = 5024—204, (2)
1 1

vy = §U3+§U57 (3)
1 1

vs = §U4+§7 (4)
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Dette gir
(1) = vz = 2v9,
(2) = vq = 203 — vy = 3vg,
(3) = vs = 2v4 — v3 = 4uy,
som innsatt i (4) gir

1 1 1
4U2:§‘3U2+§:>’02:g

Herav folger at

Vg4 =

ot w

b)
I dette tilfellet er sannsynligheten p for & ga til hgyre ukjent. En tilsvarende forstestegs-
analyse som i punkt a) gir nd (¢ =1 —p)

v = puiy1 +qui—1, ©=2,3,4,5

eller

Vig1 — v = —(v; —vi—1), 1=2,3,4,5

Siden v; = 0, gir det

Vi+1 — U = (g)l 17}27 1= 2733475
b
Finner at q q q.
vig1 = |1+ (—) + (]—))2 + ...+ (]—))271 V9
Dvs. .
1- (@)

Siden vg = 1, far vi at

)

-

Dermed blir .
L

- (2

Rottepopulasjonen deles i to grupper: Rottene i gruppe A fant mat, mens rottene i
gruppe B fikk et elektrisk sjokk.
For gruppe A er vy = 0.9. Sett = ¢/p. Det gir ligningen

22 =0.1+0.92°
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Siden apenbart ¢ < p, kan vi forsgke med en iterativ lgsning hvor vi antar at z° << 23.
Vi setter da z,) = (0.1 + O.Qx%n_l))l/?’ for n = 1,2,.... Setter z) = 0. Det gir z(;) =
(0.1)/3 = 0.4642, z(5) = 0.4924, 2(3) = 0.5052, z(4) = 0.5061, 2(5) = 0.5064, (6 = 0.5066,
som er korrekt til fire desimaler. Det gir

p = 0.664

for gruppe A.
Tilsvarende for gruppe B er v4 = 0.8, og vi finner ligningen

22 =0.2+0.82°

Det gir fglgende iterative lgsninger: ;) = (0.2)/3 = 0.5848, 2(5) = 0.6339, x(3, = 0.6557,
zy = 0.6672, x5y = 0.6736, x4y = 0.6775, x(5) = 0.6798, () = 0.6813, x(7) = 0.6821,
zg) = 0.6827. Det gir

p=0.594
for gruppe B.

La M; betegne hendelsen at rotta fant mat i forsgk nr. j (j = 1,2). Onsker & beregne
P(Mj|start i rom 4 ). Betinger pa situasjonen i forste forsgk. Det gir

P(Ms|start i rom 4) = P(Mj|start i rom 4o0g M) - P(M;|start i rom 4 )
+P(Ms|start i rom 4 og Mj) - P(Mj|start i rom 4)
hvor komplemeteaerhendelsen M til M; tilsvarer at rotta fikk et elektrisk sjokk. Det gir

2
P(Ms,|start i rom 4) :0.9~§+0.8‘g = 0.86

Oppgave 3
a)

X(t) (med tilstandsrom {0,1,2,...}) for dette kgsystemet blir dpenbart en fodsels- og
dgdsprosess siden X (t) ved endring av tilstand enten gar en opp eller en ned.

Fgdselsratene blir \; = A for ¢« = 0,1,2,.... Dgdsratene blir pi9 = 0, p1 = 1, ptj = 2p
for 7 =2,3,....

b)

For & bestemme grensefordelingen, kan en sette opp balanseligningene eller benytte seg
av den generelle formelen som gjelder for fedsels- og dgdsprosesser. Ifglge den siste formelen,
er grensefordelingen P;, ¢ =0,1,2,... gitt ved P, =60, Fy, i = 1,2, ..., hvor
o AoAL A1 X X

papz gy p(2p)Tt 20

0;
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For & sikre at grensefordelingen eksisterer, ma vi kreve at > --; 6; < oo. Det betyr at
vi mé kreve at A < 2. Fra kravet ) ;°) P; = 1 finner vi at

Det gir
Py = 20— A
204+ A
0g
A ANTLI20— A
n-2G)
w2 20+ A
c)
Balanseligningene for A-systemet blir:
tilstand ankomstrate = avgangsrate
0 paPr = (Aa+Ap) P (1)
1 (Aa+Ap)Po + paPy = (pa + Aa) Py (2)
j=2 AaPj—1 4 paPj1 = (na + Aa) P (3)

Det gir P, = 6;FPy, i =1,2,..., hvor

b; =

Aa+Ap)Xp " AatAp (A_A)i—l
1y pa  \pa

d)

For & sikre at grensefordelingen eksisterer, mé vi igjen kreve at » -, 6; < oo. Det
medfgrer kravet \g < pa.
Finner i dette tilfellet at

A A\ 1 -
Py 1 (1+ A+ B) A —Aa

:1+2219i: pA — A  pa+ B

som angir andelen av tiden systemet er tomt. Grensefordelingen er na

_ M(A_A)H A=A

P; ;
' HA HA pa+Ap

i=1,2,...

e)
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Har at

Innsatt uttrykkene for P, gir

:,LLA)\AAA+)\B§:H<)\_A)”_1_MA)\A)\A+>\B 14

pa+ B pa S patAs opa (ua—Aa)?

og vi ender opp med svaret

pa(Aa + Ap)
(A +AB)(a — Aa)

Av dette uttrykket ser vi at nar A4 — 0, sd vil

HAAB AB

LA — =
(Ha+AB)pa A+ AB

Tilsvarende, nidr A — 0, far vi

A AA _
palpa —Aa)  pa—Aa

Ly—

som tilsvarer et isolert A-system uten B-kunder.
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