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Oppgave 1 KREFTBEHANDLING

Ved behandling av kreft, for eksempel ved kjemoterapi, kan en oppna at pasienten blir symp-
tomfri uten at sykdommen er helbredet. Pasienten kan deretter fa tilbakefall, pa nytt bli
symptomfri, osv. Pasienten kan ogsa dg. Vi antar at livsforlgpet til en pasient kan modelleres
ved en Markov-kjede {X (¢),t > 0} med tilstandsrom bestaende av

0 = “symptomfri’, 1 = “tilbakefall”, 2 = “dgd”

De positive overgangsratene (“instantaneous transition rates”) antas a veere:

don = O
do2 = [
qio = P
qiz2 = V

a) Tegn et skjema over prosessen.

Forklar kort med ord hva det innebzerer at forlgpet X (¢) modelleres ved en Markov-kjede.
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b)

d)

Gitt at en pasient er symptomfri ved tidspunkt ¢, hva er sannsynligheten for at han er
symptomfri i hele perioden fram til et tidspunkt s > ¢?

Med utgangspunkt i Chapman-Kolmogorov ligningene skal du vise hvordan Kolmogorovs
forover-ligninger for henholdsvis Py, (t) og P{,(t) utledes.

Vis at ligningene kan skrives

Pyo(t) = pPor(t) — (1 + o) Poo(t)
Py (t) = o Poo(t) — (v + p) Por(t)

Anta i dette punktet (og bare her) at p = 0, slik at en pasient ikke kan oppna symptom-
frihet pa nytt nar han fgrst har fatt tilbakefall. Betrakt en pasient som er symptomfri
ved tid t = 0.

Bruk differensialligningene i forrige punkt til a finne sannsynligheten for at han fortsatt
skal vaere symptomfri (og i live) ¢ tidsenheter senere.

Finn ogsa sannsynligheten for at han skal ha hatt tilbakefall (men fortsatt vaere i live)
ved tid ?.

Betrakt en pasient som er symptomfri ved tidspunkt ¢ = 0. Bestem forventet gjenvaerende
levetid for denne pasienten, dvs. E(T'|X(0) = 0) der 7' = min{¢ : X (t) = 2}.

Vink: La m; = E(T|X(0) = i) for i =0, 1. Bruk at

m; = Z E(T|X(0) =i N forste overgang er til j)P(forste overgang er til j)
J#L

Oppgave 2 BENSINSTASJONEN

Ved en selvbetjeningsstasjon for bensin antas det at ankomsten av biler svarer til hendelsene
i en Poisson-prosess N(¢) med parameter A > 0 og med starttidspunkt ¢t = 0. Vi lar N(s,t] =
N(t) — N(s) betegne antall ankomster i tidsintervallet (s, ¢] for alle 0 < s < t.

Det antas at alle biler som ankommer, umiddelbart finner en ledig pumpe. Dette gjores i mo-
dellen ved & anta at bensinstasjonen har uendelig mange pumper, dvs. at vi har det lsereboken
kaller en “Infinite Server Queue”.

La Y (t) veere antall opptatte pumper pa tidspunkt ¢ > 0.

I punktene a) og b) antas at alle biler bruker like lang tid, a minutter, ved bensinpumpene.
Her er altsa a en fast positiv konstant.
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a) Forklar hvorfor Y () = N(t — a,t] for alle t > a.
Sett opp sannsynlighetsfordelingen for Y (¢) for et gitt tidspunkt ¢ > a.
Finn ogsa sannsynlighetsfordelingen for Y (¢) for 0 < ¢ < a.

b) Finn, for alle t > s > a, sannsynligheten for at bensinstasjonen er tom for biler bade ved
tidspunkt s og ved tidspunkt ¢, dvs

P(Y(s)=0NY(t) = 0).

I praksis vil det veere urealistisk at betjeningstiden er en konstant a. Vi vil derfor i resten av
oppgaven anta at betjeningstiden er en stokastisk variabel A med fordeling P(A < a) = G(a)
og endelig forventning m,. Videre vil vi anta at betjeningstidene for ulike biler er stokastisk
uavhengige og uavhengige av ankomstprosessen.

c) Bruk Little’s formel til & finne det gjennomsnittlige antall biler pa bensinstasjonen nar
systemet er i likevekt. Kontroller at svaret i punkt a) passer med dette resultatet.

Siden ankomstprosessen er en Poisson-prosess, er det mulig a regne ut den eksakte fordelingen
for Y (t). Dette skal gjores i det neste punktet.

d) Vis at Y (¢) for alle ¢ > 0 er Poisson-fordelt med parameter A fot(l — G(s))ds.
Kontroller at svaret er i samsvar med resultatet i forrige punkt.
Vink: Du kan for eksempel bruke at

P(Y(t)=k) =) _ P(Y(t) = k|IN(t) = n)P(N(t) = n)

n=~k
og anta som kjent at hvis N(¢) = n er gitt, vil de n ankomstene vaere uavhengige og

uniformt fordelte pa intervallet (0,¢]. Dette leder til at Y'(¢), gitt N(¢) = n, er binomisk
fordelt.
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Oppgave 3 BROWNSK BEVEGELSE

La {B(t),t > 0} veere en standard Brownsk bevegelse (“Brownian motion”), dvs. at o = 1.

a) Sett opp definisjonen av prosessen.
Finn P(B(2) > 3).
Gitt at B(1) = 1, hva er sannsynligheten for at B(2) > 37

b) La T vaere forste tidspunkt da prosessen nar verdien 3.

Finn P(T3 < 2). Du skal her gjennomfgre en utledning av resultatet. Det er altsa ikke
nok a sette inn i en formel fra leereboken.

Vink: Ta utgangspunkt i P(B(2) > 3).
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Formelsamling:

Setningen om total sannsynlighet og dobbelforventning:

La By, By, ... veere parvis disjunkte hendelser med P(U°, B;) = 1. Da gjelder

PAIC) = 3 P(AIB; 1 C)P(BO)
=1

BIX|C] = 3 BIX|B; 0 C)P(Bi|C)
=1

Forventning for ikke-negative stokastiske variable:

Hvis X er diskret fordelt med mulige verdier 0,1,2,... er

E[X]=) P(X>k).
k=0
Hvis X er kontinuerlig fordelt med P(X < 0) =0 er

E[X] = /000 P(X > z)dz.

Markovkjeder i diskret tid:

Chapman-Kolmogorov ligningene

)

(m4n) _ = p(m) p(n)
P =3 PR
k=0

For transiente tilstander 4, j og k er forventet tid i tilstand j gitt start i tilstand 4, s;;

sij = 0ij + Y Pirsj.
K

For transiente tilstander ¢ og j er sannsynligheten for en eller annen gang & returnere til tilstand j
gitt start i tilstand ¢, f;;

fij = (sij — i)/ 84j-
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Poisson-prosess:

Ventetid til n-te hendelse (n-te arrival time), .S, har sannsynlighetstetthet

nyn—1
(A t 1 e M for t>0.
n — .

fs,.(t) =

Gitt at antall hendelser N (t) = n, s& har S, Ss,... , S, simultantetthet

|
n!
f$1,50,. Su|N (1) (851,52, -+, 8n|n) = m for 0<s1<s9<...<8, <t

Markovkjeder i kontinuerlig tid:

Chapman-Kolmogorov ligningene
zy t + 3 Z F’zk P kj

Kolmogorov’s forover-ligninger

i(t) = ZijPik(t) — v Py;(t).
Py

Kolmogorov’s bakover-ligninger

qupk] P]( )
k#£i

Grensefordeling i fgdsels- og dgdsprosesser:

Side 6 av 7

Grensefordelingen i en fgdsels- og dedsprosess med fgdselsintensiteter A\, > 0 for £ = 0,1,2,... og

dodsintensiteter g =0 og pux > 0 for k=1,2,... er

Py, = og P, =0pP for k=1,2,...

1
ZIC;O:O Ok
der
AOAT * oo Ak

0p=1 og O = for k=1,2,...
Hip2 - oo g
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Kg-teori:

For gjennomsnitlig antall kunder i systemet, L, gjennomsnitlig tid i systemet, W, gjennomsnitlig antall
kunder som betjenes, Z, betjeningstid, S, og arbeid i systemet, V', gjelder:

L= \W.
Ly = AW,
7 = M\ E[S].

V = MEISW;] + AE[S?]/2.

Noen matematiske rekker:

~ p_ l-at! ok a ~(n kpn—k o aF
— . — . n—K __ n., _ ,a
Sa =l Yot (et Y=
k=0 k=0 k=0 k=0
Differensialligning:

Differensialligningen f'(t) + af (t) = g(t) for ¢ > 0 med initialbetingelse f(0) = a har lgsning

t
ft) = ae —I—/ efa(tfs)g(s) ds
0



