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Figur 1: Nodeskjema over markovkjeden

P{Xg = Q‘XO = 2} = P21 . P12 + P22 . P22
-0.34+0.8-0.8
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P{X1 #2,X0#2,X3#2,X4=2(Xg=2} = Pyn[Py Pi-Pa+Pi-Po-Po+Po-Po- P2
0.2[0.6-0.6-0.3+0.6-0.1-0.2+0.1-0.8-0.3]
0.8[0.108 + 0.012 + 0.024]

= 0.0288
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b)

Dersom vi ser pa overgangsmatrisen eller node-skjemaet, ser vi at alle tilstandene kommuni-
serer. Det vil altsa si at alle tilstandene er i samme ekvivalensklasse (0 — 1 — 2 — 0).

Siden vi har endelig mange tilstander, ma minst en tilstand veere rekurrent. Videre, siden vi
kun har en ekvivalensklasse, ma alle tilstandene veaere rekurrente.

Siden P1; > 0 ma d(1) = 1. Vi har kun en ekvivalensklasse, sa da ma d(0) = d(1) = d(2) = 1.

Markovkjeden har en grensefordeling siden den er irredusibel (kun en ekvivalensklasse), po-
sitiv rekurrent (rekurrent og endelig antall tilstander) og aperiodisk.

m = 0.1m

0.8my + 0.6 4+ 0.279
mo = 0.2mg + 0.3m1 + 0.87m2
T 4+ m + M =1

Ut

Lgser vi (1) - (4), far vi
7o = 0.037, 7 = 0.370, 19 = 0.593

c)
La T =min{n >0: X, =0}

For a finne tykkelsen av en sone med ren/skifrig sandsten, ma vi finne E[T — 1| X = 0]. Det-
te fordi Xy = 0 definerer slutten pa en skifersone, mens X7 = 0 definerer begynnelsen pa en ny.

Vi har at E[T — 1|Xy = 0] = E[T|Xo = 0] — 1, dermed trenger vi a regne ut E[T| X, = 0].

ET|Xo=0] = E[T|Xo=0,X;=1]-P[X;=1|Xp=0]
+ E[T1Xo=0,X; =2]- P[X; =2|X,=0]
= 08 - (E[T|Xo=1]4+1)+02-(E[T|Xo=2]+1)
= 08-v1+0.2 -9 +1,

der v; = E[T|Xo = ¢]. Vi har altsa at
1/0:0.8-1/1—|-0.2'I/2—|-1. (5)
Tilsvarende utregninger for 11 og v gir oss folgende ligninger

vi = 01-1406(1+v1)+031+wv2)=1406-v1+03- 14 (6)
Vo = 02(1 + 1/1) + 08(1 + Vg) =1402-v14+08 -1 (7)
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Lgser vi (6) og (7) far vi at
Vy = 30

og
v = 25.

Ved a sette v; og 15 inn i (5) far vi
v =FE[T|Xo=0=1+0.8-25+0.2-30 =27,

som betyr at tykkelsen er
E[T-1Xo=0=27T—1=26

d)
Algoritme:
e Sett initialverdi Xg = i,
e Fori:=1,2,3,..
1. Trekk u ~ U0, 1]
2. Dersom u < Px,; , o sett X; =0
3. Dersom Px, ,0<u<Px, o0+ Px, ,1sett X; =1
4. Dersom u > Px, , o0+ Px, ;1 sett X; =2
Fra realisasjonen xq, 1, Zo,... finner man forst tykkelsen til hvert av de simulerte lagene
mellom skifer. Det vil si & finne TY,75,73, . ... En realisasjon kan se f.eks. slik ut:
12011220210221012102122090
—_— T —— —— ——
Th T Ts Ty Ts
Et estimat av P{T — 1 > d} vil da veere gitt som:
— 1 X
P{T—-1>d} = NZI{Ti—lzd}, (8)
i=1

der N er antall simulerte lag, og I{-} er indikatorfunksjonen.

En alternativ algoritme kan vere a starte mange simuleringer pa Xy = 0 og simulere kun fram
til neste skifer (altsa neste X; = 0). Ved a ta vare pa de T;-ene man da far, kan man regne ut
estimatet (8).
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a
)

Alternativ parametrisering av Markov-prosessen:

v;: parameter i eksponential-fordeling for tid fra ankomst til tilstand ¢ til prosessen forlater
tilstand ¢ igjen.

P;;: sannsynlighet for & ga fra tilstand 1 til tilstand j, gitt at tilstand 7 skal forlates.

Sammenheng;:
dii
v = Zqzj , Py = ZZ‘]I“ s Qij = Vil
i e
b)

Pio = limP{X(t+h)=0|X(t)=1,X(t+h)#1}

_ MmP{X(t +h)=0,X(t+h)#1]|X(t) =1}

h—0 P{X(t+h)#1]|X(t) =1}
— im P{X(t+h)=0|X(t) =1}
 h—0P{X(t+h)=0]|X({t)=1}+P{X(t+h) =2|X(t) =1}

ph + o(h) _ o+ 2 [

ph+o(h) +oh+o(h) — 1 ol ;o) h—0 it o

v, = E[T|X(0)=1i]

Vg = 0
1 o 1
= + H vy + vy = + K vy (%)
w+o pu+o n+o p+o pu+o
Lt (o)
Vg = — Tl (xx%
0 \ 1
Setter vi (*) inn i (**), far vi
1 1 W
= — ]/7
LD n+o u+00
som gir
1 1
Xt
140) o
~ pto
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a)

For k<N —1: Potensielle nye kunder ankommer med intensitet A, og enhver slik

kunde vil ga inn i kgsystemet. Det vil si at A\p = A.

For k = N: Eventuelle potensielle nye kunder vil ga forbi, det vil si Ay, = 0.

For k=1,2,...,N: Kunden under behandling er ferdig med intensitet u, men gitt at
hun er ferdig vil hun kun forlate kgsystemet med sannsynlighet p.

Intensitet for & forlate kgsystemet blir dermed pi = pu.

For k = 0: Ingen kunder i kgsystemet, og dermed kan ingen forlate det.

Det vil si at pg = 0.

X () blir en fodsels- og dgdsprosess fordi kunder forlater og ankommer kgsystemetmed inten-

siteter som kun avhenger av navarende tilstand, ikke historien.

b)
oM At M A\ F
papn g (pp) pp
N+1
N N A\ F 1_(&) +
D 0= (7)) =—"%
k=0 k=0 Pl
A

Herer A=9, u =11, p=0.9 og N = 20, slik at

P = 9 \'_1-om — 0.105(0.909)"
*7\09-11) 1 _ Lﬂ_#
(go11)

Andel kuner som gar forbi:

92' A ‘ 1- 2
Py=—g—= <_> —PE___ _0.0156

Andel kunder som gar direkte til behandling;:

Pr

A

Pp=—2_ _ —0.105
- @T T

Pr

G T
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Littles formel:

D ST SIS
- L)
_ — A A ()T (N N
T (1-2)°
p)f\t—i_(p);L)NH( P);l N_l) — 6.719

Her er A\, = )\(1 — Pn), slik at gjennomsnittlig total tid hver kunde tilbringer i systemet blir:

W = # = 0.756
N1-B,) =2

La T veere total tid i kgsystemet for en person som gjennomgar (ngyaktig) en behandlig.

Betinger pa N (antal kunder i kgsystemet nar “var” person ankommer). N har sannsynlig-

hetsfordeling

P,
P{N =n}= ,n=0,1,2...,N—1

1— Py

N—-1

Y E[T|N=n] - P{N =n}

n=0

S | o1 gl P,

A R Dy

11 ()" (1= 22)

Lt N — 1n pu P

w2 T T T ) )

1 (1-2) 2+ (@) (W -A -~ -2)
R A T M () (1-7)°
1 AL (MNV(N_1)A N —2)

1+ b b pp = 0.333
“[ I-2)0-E)"" =G a-208 —

(x) fordi E[T | N = n] er gammafordelt, med forventning ”T“
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