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4.37

r paraplyer
P{Regn} = p

i) Xn = Antall paraplyer, n̊ar han er hjemme

P =





















0 1 2 ... r − 1 r
(1 − p) p 0 0 0 0
p(1 − p) p2 + (1 − p)2 (1 − p)p 0 0 0

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . .

. . . (1 − p)p
p(1 − p) p2 + (1 − p)2 + (1 − p)p





















ii) Irredusibel ergodisk MK, s̊a grensefordelingen er gitt ved stasjonærfordelingen som opp-
fyller:

1.

πk =
r

∑

i=0

πiPik , k = 0, .., r

2.
r

∑

i=0

πi = 1
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Dette gir (q = 1 − p)

1.

π0 = π0q + π1pq ↔ π0 = qπ1

π1 = π0p + π1(p
2 + q2) + π2pq

π2 = π1pq + π2(p
2 + q2) + π3pq

...

πr = πr−1pq + πr(p
2 + q2 + pq)

π1 = . . . = πr Sett inn og sjekk!

2.
r

∑

i=0

πi = π0 +

r
∑

i=1

πi = qπ1 + rπ1 = 1 ⇒ π1 =
1

q + r

Dermed

π1 = ... = πr =
1

q + r

π0 = qπr =
q

q + r

iii)

Pr{V åt} = Pr{V åt | Starter hjemme} · Pr{Starter hjemme}
+ Pr{V åt | Jobb} · Pr{Jobb}

= Pr{Regn ∩ 0 paraply. hjemme | Hj.} · Pr{Hj}
+ Pr{Regn ∩ 0 parapl.p̊a jobb} · Pr{Jobb}

= p · π0 ·
1

2
+ p · [πr · q] ·

1

2

=
pq

q + r

iv)
For r = 3, sett

f(p) = Pr{V aat} = p(1−p)
1−p−3 = p−p2

4−p

f ′(p) = p2−8p+4
(4−p)2

= 0p = 4 − 2
√

3 = 0, 54
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4.52

Finn
- fi3 = Pr{Xn = 3 for n > 1 | X0 = i} (s.201)
- si3 = Forventet tid i 3 | X0 = i (s.200)

Fra s.200 har vi at
sij = δij +

∑

k Pikskj (*)

Det holder å summere over de transiente tilstandene, siden sik = 0 n̊ar k er absorberende.
Vi har at

P =









0, 4 0, 2 0, 1 0, 3
0, 1 0, 5 0, 2 0, 2
0, 3 0, 4 0, 2 0, 1
0 0 0 1









Fra (*) f̊ar vi at

s = I + PT s ⇒ s = (I − PT )−1n̊ar s =





s11 . . . s13

s21 . . . s23

s31 . . . s33





Setter inn og f̊ar

s = (1 − PT )−1 =
1
2
3





2, 2 1, 3 0, 62
0, 96 3, 1 0, 89
1, 3 2, 0 1, 9





Fra s.202 har vi at

fij ==
sij − δij

sjj

⇓

f13 = 0, 33

f23 = 0, 47

f33 = 0, 47
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Eksamensoppgaver

Aug. ’98, oppg.1

a)

Pr{X2 = 1|X0 = 0} = Pr{X1 = 0 ∩ X2 = 1|X0 = 0}
= Pr{X1 = 0|X0 = 0} · Pr{X2 = 1|X1 = 0}

=
1

2
· 1

2
=

1

4

Pr{X3 = 0|X0 = 0} = Pr{X1 = 0 ∩ X2 = 0 ∩ X3 = 0|X0 = 0}
+ Pr{X1 = 0 ∩ X2 = 1 ∩ X3 = 0|X0 = 0}
+ Pr{X1 = 1 ∩ X2 = 0 ∩ X3 = 0|X0 = 0}
+ Pr{X1 = 1 ∩ X2 = 2 ∩ X3 = 0|X0 = 0}

=
1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
=

1

2

Pr{X4 = 3|X0 = 0} = Pr{X1 = 0 ∩ X2 = 1 ∩ X3 = 2 ∩ X4 = 3|X0 = 0}
+ Pr{X1 = 1 ∩ X2 = 2 ∩ X3 = 3 ∩ X4 = 3|X0 = 0}

=
1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
· 1 =

3

16
= 0, 1875
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b) La vi = E[T |X0 = i], T = minn≥0{n : Xn = 3}
Førstestegsanalyse for da ligningene

v0 =
1

2
v0 +

1

2
v1 + 1

v1 =
1

2
v0 +

1

2
v2 + 1

v2 =
1

2
v0 +

1

2
v3 + 1

v3 = 0

som gir

v2 =
1

2
v0 + 1

v1 =
1

2
v0 +

1

2
(
1

2
v0 + 1) + 1 =

3

4
v0 +

3

2

v0 =
1

2
v0 +

1

2
(
3

4
v0 +

3

2
) + 1 =

7

8
v0 +

7

4

⇒ v0 = 7
4 · 8 = 14

c) La Yn være antall av de siste kastene som stemmer med starten av sekvensen MKK og
f̊ar overgangsmatrisen









0 1 2 3

0 1/2 1/2 0 0
1 0 1/2 1/2 0
2 0 1/2 0 1/2
3 0 0 0 1









Førstestegsanalyse gir n̊a ligningene:

v0 =
1

2
v0 +

1

2
v1 + 1

v1 =
1

2
v1 +

1

2
v2 + 1

v2 =
1

2
v1 +

1

2
v3 + 1

v3 = 0

som gir
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v2 =
1

2
v1 + 1

v1 =
1

2
v1 +

1

2
(
1

2
v1 + 1) + 1 =

3

4
v1 +

3

2

⇒ v1 =
3

2
· 4 = 6

v0 =
1

2
v0 +

1

2
· 6 + 1

⇒ v0 = 4 · 2 = 8

Rimelig at dette svaret blir mindre enn i b) siden i kjeden Xn faller man helt tilbake til
0 dersom man f̊ar et “feil kast”, mens i kjeden Yn faller man bare tilbake til 1.

d) Ligningssystem for stasjonærfordeling

π0 =
1

2
π0 +

1

2
π1 +

1

2
π2 +

1

2
π3

π1 =
1

2
π0

π2 =
1

2
π1

π0 + π1 + π2 + π3 = 1

slik at

π0 =
1

2
π0 +

1

4
π0 +

1

8
π0 +

1

2
π3

⇒ 1

8
π0 =

1

2
π3 ⇒ π3 =

1

4
π0

og

π0 +
1

2
π0 +

1

4
π0 +

1

4
π0 = 2π0 = 1 ⇒ π0 =

1

2

π0 =
1

2
, π1 =

1

4
, π2 =

1

8
, π3 =

1

8

Kjeden har en grensefordeling fordi den er irredusibel og aperiodisk (P00 > 0) . Grense-
fordelingen er lik stasjonærfordelingen over.

I det lange løp vil man etter 1
8 av kastene ha MMM som tre siste kast.
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Jan. ’99, oppg.5

Xn =

0 ; ingen kamp spilt
ab ; forrige kamp var mellom a og b og a vant
ac ; forrige kamp var mellom a og c og a vant
ba
bc
ca
cb
aa ; a er turnerings vinner
bb ;
cc ;

overgangssannsynligheter:
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La T = min{n > 0 : Xn = aa Xn = bb ellerXn = cc}
µi = Pr{XT = aa | X0 = i}

F̊ar ligningene:

µ0 =
1

2
µab +

1

2
µba

µab =
1

2
+

1

2
µca

µba =
1

2
µcb

µca =
1

2
µbc

µcb =
1

2
µca

µac =
1

2
+

1

2
µba

µbc =
1

2
µab

Symmetrier gir at

µab = µac

µba = µca

µbc = µcb

dvs.

µ0 =
1

2
µab +

1

2
µba

µba =
1

2
µbc

µab =
1

2
+

1

2
µba

µbc =
1

2
µab

⇒ µab =
1

2
+

1

2
· 1

2
· 1

2
· µab

⇒ µab =
1
2

1 − 1
8

µab =
4

8 − 1
=

4

7

⇒ µba =
1

2
· 1

2
· 4

7
=

1

7

dvs.

µ0 =
1

2
· 4

7
+

1

2
· 1

7
=

5

14
= 0.357
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Aug. ’99, oppg.1

a)




























1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
4

1
4

1
4

1
4

1
3

1
3

1
3

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
2

1
2





























P
(2)
15 = Pr{X2 = 5 | X0 = 1}

= P12 · P25 + P14 · P45 =
1

2
· 1

3
+

1

2
· 1

3
=

1

3

Pr{X2 = 5 | X0 = 1 ∩ X3 = 2} =
Pr{X2 = 5 ∩ X3 = 2 | X0 = 1}

Pr{X3 = 2 | X0 = 1}

=
Pr{X3 = 2 | X2 = 5 ∩ X0 = 1} · Pr{X2 = 5 | X0 = 1}

Pr{X3 = 2 | X0 = 1}

=
Pr{X3 = 2 | X2 = 5} · Pr{X2 = 5 | X0 = 1}

Pr{X3 = 2 | X0 = 1} =
P52 · P (2)

15

P
(3)
12

P
(3)
12 = P12 · P23 · P32 · +P12 · P25 · P52 · +P14 · P42 · P52 · +P14 · P41 · P12 ·

=
1

2
· 1

3
· 1

2
+

1

2
· 1

3
· 1

4
+

1

2
· 1

3
· 1

4
+

1

2
· 1

3
· 1

2
=

1

4

Pr{X2 = 1 | X3 = 2} =
1
4 · 1

3
1
4

=
1

2

b) La T = min{n > 0 : Xn = 1} : antall tidssteg til musa er i kupe nr. 9 for første gang.
La

vi = E[T | X0 = i] (1)

Fra symmetrien i labyrinten ser man at:

v2 = v4

v3 = v7

v6 = v8

Har dessuten at v9 = 0.
Førstestegsanalyse gir:
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v1 = 1 +
1

2
v2 +

1

2
v4 = 1 + v2

v2 = 1 +
1

3
v3 +

1

3
v5

v3 = 1 +
1

2
v2 +

1

2
v6

v5 = 1 +
1

4
v2 +

1

4
v4 +

1

4
v6 +

1

4
v8 = 1 +

1

2
v2 +

1

2
v6

v6 = 1 +
1

3
v3 +

1

3
v5 + +

1

3
· 0

Dvs. ligningssystem med 5 ukjente. Løsning av ligningssystemet er:
v1 = 18, v2 = 17, v3 = 15, v5 = 15, v6 = 11

dvs.
E[T | X0 = 1] = v1 = 18

c) Fra symmetrien i labyrinten ser en at

Π1 = Π3 = Π7 = Π9

Π2 = Π4 = Π6 = Π8

Dermed nok med tre ligninger (Π1,Π2,Π5)

Π1 =
1

3
Π2 +

1

3
Π4 =

2

3
Π2

Π1 =
1

2
Π1 +

1

2
Π3 =

1

4
Π5 = Π1 +

1

4
Π5

4Π1 + 4Π2 + Π5 = 1

Løsning av ligningssystemet er:
Π1 = 1

12 ,Π2 = 1
8 ,Π5 = 1

6

Dvs. vil være i kupe 1,3,7 og 9 i 1
12 av tiden.

Dvs. vil være i kupe 2,4,6 og 8 i 1
8av tiden.

Dvs. vil være i kupe 5 i 1
6av tiden.
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La m være tidspunktet vi kommer tilbake og la V vare antall tidssteg til musa n̊ar kupe nr. 9

E[V ] =
9

∑

i=1

E[V | Xm = i] · Pr{Xm = i}

=

9
∑

i=1

vi · Πi

= 18 · 1

12
+ 17 · 1

8
+ 15 · 1

12
+ 17 · 1

8

+ 15 · 1

6
+ 11 · 1

8
+ 15 · 1

12
+ 11 · 1

8
+ 0 · 1

12

=
27

2
= 13.5
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