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Oppgaver fra lereboka

Nyretransplantasjon

T ~ exp(pa)
TB ~ exp(uB)

Ty = Tid til forste nyre ankommer ~ exp(\) (siden tilfgrselen av nyrer er
T, = Ventetid mellom ankomst av 1. og 2 nyre ~ exp(A) en Poisson-prosess (se s. 262))
Regler:

i) 1. nyre gar til A (og til B hvis A er dgd)
ii) 2. nyre gar til B (hvis B fortsatt lever)

A

Pr(A far ny nyre) = Pr(Ty < Ty) = v
A

(Se s. 249)

b)

Pr(B far ny nyre) = Pr(Tp >T)P(Ta <1)+ P(Tp >T1+T2)P(Tx > T})
— Pr(Tp >T)P(Ta < 1)+ P(Ts > T1 + To|Tg > T))P(Ts > T1)P(Ta > T))
— Pr(Tp > T)P(Ta < 1) + P(Ty > To)P(Tp > T1)P(Ta > T1)

A LA +< A >2 A
CopBt+A pa+ XA \wup+A)  pat+ A
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N(t) = Antall biler som passerer i tidsrom t ~ Poisson(At)
s = Tid det tar a krysse vegen A = 0,05 per sek

Pr(Reb forblir uskadet) = Pr(N(s)=0)=e

0,905 s=
)09 s=
N 0,607 s=10
0,368 s=20
5.40
N(t) ~ Poisson(At)
S, = Tidspunkt for n’te hendelse ~ Gamma(A\, n)
n
E[S,] = <
5. = %
a)
4
b)
E[S4|N(1)=2] = ETi+To+T5+Ty|N(1) =2]
— E[+Ts+T]
2
= 142
+ A

Vi vet at T3 enna ikke har inntruffet, og siden T3 ~ exp(\), blir det som & starte pa
nytt igjen med T3.

c) Uavhengige inkrementer gir at

E[N(4)-N(@2)[N(1) =3] = E[N(4)-N(2)]
= E[N(4-2)]=E[N(2)]
= 2
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Kunder kjem til ein bank ifglge ein Poisson-prosess med rate A. Anta at to kunder kjem den
forste timen, altsa er N(1) = 2.

I denne oppgava treng vi a vite at P(N(t+s) — N(s) =n) = e_)‘t%.
Kva er sannsynet for :
a) At begge kom den ilgpet av dei fgrste 20 minutta?
Vi vil altsa finne :
1 P(N(})=2nN(1)=2)
P(N(=)=2|N(1)=2) = 3
_ PWN(3)=2) PN (3)=0)
P(N(1) = 2)
- oY (A;g!)?e_xg (AO%!W
= e—”é—?
)2 (1) 1
e\ 3) 9

b) At minst ein av kundane kom ilgpet av dei forste 20 minutta?

Her har vi to muligheiter. Enten kan begge komme ilgpet av dei fgrste 20 minutta,
eller sa kan den eine komme ilgpet av dei fgrste 20 minutta, og den andre ilgpet av dei
40 siste. Den fgrste muligheita rekna vi ut i a). Den andre er:

PING) =1 N(1)=2) =

Sannsynet for at minst ein kom ilgpet av dei forste 20 minutta, vil da bli % + % =

|[colen
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5.58

N = antallfeil ~ Poisson(c)
T; = tidspunktet feil ¢ vil sla inn ~ iid G

a)

b)

N(t) = antall feil ved tid t

Har at

N(t) | N =n~ Bin(n,p), der p= P(T; <t) = G(t)
| (Statistikk 1)
N(t) ~ Poisson(c- G(t))

R(t) = antall feil som gjenstar i systemet ved tid t

Har at

R(t) | N =n ~ Bin(n,q), der ¢ = P(Th >t) =1—-G(t)
\

R(t) ~ Poisson(c- (1 —G(t)))

Skal vise at N(t) og R(t) er uavhengige.
Se beviset for Prop. 5.2 s. 258, og bytt ut A - ¢ med c.
Da far vi at nar p = G(t)

(cp)™ [e(1—p]"

PAN({t)=n,R(t)=r}=...=e P . 0P
= P{N(H) = n} - P.{R(}) = 1}
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uavh. og har simultanfordeling

TMA4265 Stokastiske prosesser,

N = antallet feil i en test ~ Poisson(A)
P; = sanns. for at korrekturleser nr. ¢ finner feilen, ¢ = 1,2

X1 = antall feil funnet av 1, men ikke av 2
X5 = antall feil funnet av 2, men ikke av 1
X3 = antall feil funnet av begge
X4 = antall feil ikke funnet

PT{Xl =, ...,X4 = .734} = PT{Xl = .731} C et PT{X4 = :134}

b)

Har at

V2004

a) Xi,..., Xy har marginalfordelinger som vist i b). Tilsvarende som i oppg. 5.44c), er de

X1 | N=n~ Bin(n,p)  p=pi(l—p2)
\
X1 ~ Poisson(\ - p) = E[Xi] = Ap1(1 —p2)
Xg ~ Poisson(\-pa(1 —p1))) =  E[X2] = A\p2(1 — p1)
E[Xg] = )\plpg (1)
Xy ~ Poisson(\- (1 —p1)(1 —p2)) =  E[X4] = A1 —p1)(1 —p2) (2)
Dette gir at ggﬁ = 1;27’2 og ggﬁ = I;f’l

c)
Estimator:
Setter inn X7, ..., X3 for F[X1],..., E[X3] i svarene fra oppgave b), og far

. X . X
PL= 505 9812 = 30
Fra (1) far vi
I X X1 X
é:ﬁ:...:Xlﬁ-Xg—l-Xg-i-lTBQ

d)
(2) gir: Xy = A(1 = pr)(1 - pp) = ... = X2
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X (t) = antall slag ~ Poisson(At)
Systemet kollapser med sanns. p for hvert slag.
T = tidspunktet syst. kollapser

N = antall slag som trengs
= X(t)=N

a) P(T <t| N =n) = P(systemet har kollapset ved tid t | N = n)

b)

o0 k —
= P(X(t) >n) =35, e

‘Evt.: T | N =n ~ gamma(n, X)) ‘

H(t) = antall harmlgse slag av de hittil X (¢) slagene. Hvert slag er harmlgst med
sanns. (1 —p).

Fra Prop. 5.3 (s5.266) har vi at
E[H(t)] = X [;(1 — p)ds = (1 — p)
og

H(t) ~ Poisson(At(1 — p))

Dermed har vi at

P (N =n|T=1t) = P.(N = n | 1 harmfullt slag ved tid t og bare harmlgse for
det)

= P(H() =n—1) = B e MW = RIH(@O + 1 = n)
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“Single server”-stasjon.

V; = tid mellom ankomster ~ F'(iid)

S; = servicetid ~ G(iid)

X, = antallet kunder i systemet rett for n’te ankomst
Y., = antallet kunder i systemet rett etter n’te avgang

Har at

der

Yn—l -1 +An Yn—l Z 1

Xp=Xp1+1-D, og Yn:{An Y,,_1 =0 (*)

D,, = antall betjente i lgpet av n’te ankomsttid V,,
A, = antall ankomne i lgpet av n’te avgangstid S,

Krav:

{X,,} Markovkjede < X,, | X;,—1 uavh. av {X} }r<p—2

a)

b)

Hvis V; ~ F = exp()), dvs. glemsk, da er A, uavh. av alt som skjedde for Y;,_1, dvs.
uavh av {Yj }r<n—2. (Ay er imidlertid avh. av S,,).

Fra (%) har vi da at Y,, | Y,,_1 er uavh. av {Yj}x<n—2 = {Y,,} er en Markovkjede.

(Hvis F ikke var glemsk, ville A,, veert avhengig av hvor lenge for Y,,_;, forrige ankomst
forekom; kall denne tiden 7. Hvis (Y,—k, ..., Yn—1) = (r + k,...,7) dvs at ingen er an-
kommet i lgpet av de k siste avgangstidene, er det stor sanns. for at T" er stor. Dermed
er A, avh. av {Y} }r<pn—2 = {¥,} IKKE Markov!!!

avh. avh.

{Yk}k§2 — 5T & An)

Hvis S; ~ G = exp(u), dvs. glemsk, da er D,, uavh. av alt som skjedde for X,,_1, dvs.
uavh. av {Xk}kgn—2

Fra (%) har vi da at X, | X,,—1 er uavh. av { Xy }r<p—2 = {X,,} er en Markovkjede.

Vha. et tilsvarende argument som a), far en at {X,,} ikke er en Markovkjedehvis hvis
G ikke er glemsk.
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c) Fra a) har vi at nar F ~ exp()), er {Y,,} en Markovkjede, og (%) gir at
Pr{Yn =k ‘ Yn—l :]} :Pr{Yn—1_1+An:k: ‘ Yn—l :]}
=P{A,=k—j+1|Y,1=j}=P{A,=k—j+1}
(A, vavh. av Y,,_1, j > 1)
Loven om totalsanns., (LTS), gir at
P{A, =k} = fooo PA{A, =K |S,=s}9gs, (s)ds= fo ()‘]j,, e ™ . g, (s)ds
Overgangssannsynlighet for {Y,,} blir
(As)k—i+1 o> . .
PGty = { B W g(s)ds j=1k=zj—1
Jo GeMg(s)ds =0k >
Tilsvarende har en at nar G ~ exp(u), er {X,,} en Markovkjede og (%) gir
Pr{Xn:k'|Xn—1 :j}:Pr{Xn—1+1_Dn:k|Xn—l :]}
:PT{Dn:]_k+1|Xn—1:]}
Hvis en betinger pa ankomsttiden V,, far en at
, (Hg/)!k e HY k! < j
PT{Dn =k | Vn = UaXn—l = ]} = Z;.ik/ (;w) e—Hv k/ — ] + 1 = j7k’(v)
0 ellers

Dermed féir vi at
Px,(j,k fo Jij— k+1(V) * fo, (V)dv

e Gitt at vi har hhv n, m hanner og hunner, er
Pr{Hann i mgter hunn j i lgpet av tidsrom h } = Ah + o(h)

Antall barn disse to feder blir da en Poisson-prosess med rate A, og ventetiden til forste
fgdsel er da

T;j ~ exp(N)

Ventetiden til hele populasjonens fgrste fadsel blir
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T=5"~exp(n-m-A) (se (5.6) s. 243)
(Det er n - m kombinasjoner av hanner og hunner)
e [i)]
I tilstand {n,m} har vi da at
v{_nlm} = F[Tid i tilstand {n,m} for en gar videre]
= E[T]
1
= m = Uinm} = nmaA
2. Det er lik sannsynlighet for a fgde hann eller hunn, sa
1
P{n,m}, {n+1,m} — P{n,m}, {n,m+1} = 5
)7
a2 - .
2> 32
Eventuelt:
Pr{Hann ¢ mgter IKKE hunn j i lgpet av h} = 1— Ah+ o(h)
I
Pr{Ingen hanner mgter noen hunner i lgpet avh} = (1 — Ah+ o(h))™™
= 1—nmAh+o(h)
= Pu(h)
Fra lemma 6.7 (s. 316) har vi at
v; = lim 1= Palh) Pii(h) = lim nmAh + o(h) oh) = nmA
h—0 h h—0 h -
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e Hvis vi analyserer prosessen mhp antall maskiner som er i ustand, far vi at

A=ty =7
O O @
W e W™
“ u
MEN vi kan ikke analysere dette videre, siden \{ avhenger av hvilken maskin som sviktet
forst.

e Istedet kan vi se pa tilstandene

(0,0) - Begge i orden.

(1,0) - Maskin 1 i ustand, M2 i orden.
(2,0) - Maskin 2 i ustand, M1 i orden.
(1,2)
(2,1)

)

Xi
- M1 repareres, M2 i ustand.
- M2 repareres, M1 i ustand.

)

I

e Vi far
(0,00 (1,0) (2,0) (L,2) (2,1)
(0,0 2 Mlilw leMQ BQ 0 K1+ p2
(17 0) [ 0 0 e ;?1 H2 + p
P= (20| - 0 0 0 A |, v= | mtu
(1,2) 0 0 1 0 0 H
2,1\ o 1 0 0 0 Il
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