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6.14
X,, = antall biler pa bensinstasjonen.
A=20
v = % =12
60
A A A
1L H H

a) Andel tid med biler:

A A

A
Pi+Py+ Py = [+ (5)" +

2P+ 2+ 0P+ 0 =090

b) Andel kunder som gar tapt = andel tid med full stasjon = P35 = 0.460

6.17]

Dette er ved fgrste gyekast ikke en fgdsels- og dgdsprosess
X;—Maskiner som er feil

Bruker at
Rate ut = Rate inn
APy = b+ pePs

mbPr = pAR

peP = (1-p)AFR
De to siste ligningene gir:

P = X, Py

M1
p, = $IZPA
2
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A
H
(1-pa
A
Dessuten er: \ ) \
1:P0+P1+P2:[1+p—+ﬂ]-130
K1 K2
Som gir:
A 1—p)A
PO: [1_Ar_p__|_&]_l
M1 M2
Eventuelt kan en se pa:
Vi far at:
n 1-ph
(o0 2
. W L
pl K
M1
P = =.P
0 ) 1
1
p = M (=pA
PA 2
1-p)A
Pl — [14[_&_’_&.&]_1

Sjekk at vi far samme svar!!
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6.23
X = Antall maskiner som IKKE er i bruk
=+ =01
p=g5=0125
a)
3h 2h A
(O X 2 G)
Woon o - by S
L ZI.L 2!_|_
3\ A 3/
Bix] - 0-1+1-3+2-3-(3)*+3-3(3)?
By By 372
[1+324+3(5)2+ 5(3)°]
8.544
= —— =14
6.088 140
b)
Andel tid begge er opptatt
= PB+P
A 3/
_ 3(2)2 +3(3)°
6.088
= 0.44

‘Eksamen, aug.'98 oppg.3‘

a)

De mulige tilstander for X(t) er apenbart {0,1,2}. Siden bade reparasjonstiden og tid til neste
feil er antatt eksponensialfordelte, vil sannsynligheten for en endring av tilstandsvektoren i
tidsintervallet (t,t-+h) kun veere avhengig av verdien ved tidspunkt t, X(t), ikke tidligere his-
torie. Pga. antatt uavhengighet mellom alle reparasjonstider og tider til neste feil, vil sanns.
for to eller flere hendelser i et kort intervall av lengde h bli av stgrrelsesorden k2, dvs o(h).

Fadselsintensiteter:
A = A
A =
A = 0
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Dgdsintensiteter:
Mo =
H1o o= p
pe = 24
b)
Forover Kolmogorov-ligninger:
Plo@®) = —XPoo(t) + uPoi(t)
Ply(t) = —=APio(t) + uPri(t)
Py(t) = —APxo(t) + pPo(t)
Poi(t) = APoo(t) — (A + p) Por(t) + 2uPoa(t)
Pii(t) = APoo(t) — (A + p)Pui(t) + 2uPra(t)
Py (t) = APao(t) — (A + ) Par(t) + 2uPo(t)
Poo(t) = APoi(t) — 2uPo2(t)
Piy(t) = APu(t) —2uPra(t)
Pyy(t) = APa(t) — 2uPs(t)
Skriver m; = tlim Pyj(t) for 1,j=0,1,2
Har dessuten at tlirn P/;(t) =0 Far da, ved a la t — oo:
0 — Ao + pmy
= )\7['0 — ()\ + ,u)ﬂ'l + 2/171’2
= Am — 2ums
Har dessuten at my + 71 + mo = 1 som gir:
A
m™m = —T
1A 1A,
™= g m= 5(;) 0
tmtmy = (1+—+1(§)2) 1
™0 T Ty = mu D) 0 ™ =
1
T = X L Llx
1+ m + §(ﬁ)2
A
“w
o= ) )
1+ 2+ 3(5)2
o 3(3)°
2 = X 1/
1+ m + §(ﬁ)2
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c)
Skriver 6 =
Forventet tap pr time med en reparator: 7o - (2a) + 71 - v = ;ﬁgTiz)Q

Ma finne en ny grensefordeling nar en har to operatgrer. Fgdsels- og dgdsintensitetene blir
na:

A = 2\
M=
o =
fo =
pro= p
p2 = 24
som gir ligningene:
2)\7~T0 = ,LL’ZNT1
()\-{—/L)ﬁ'o = 2)\7?04‘2,&77(2
2ume = AT
mo+m+m2 = 1
Lgser vi disse, far vi:
. 1 1
T = =
0 1422 4+ 2 7 1+20+062
blop
) 22 20

AL A 142 2
1+25 4+ % +20+0

Ved & innfgre en ekstra reparatgr, innferes ogsa en ekstra utgift pa 3 kroner per time. Forventet
tap per time med to reparatgrer blir dermed:

8 + 20ty + o G2 200
7T =
0T am 14+20+62  1+20+62
2a(1+6) 2
i aree P axe

Ved a sette forventet tap med en reparatgr lik forventet tap med to reparatgrer, far vi,

202 +0) a4 2
2+20+602 (1+6)’

som ved litt manipulasjon blir til

B6° + 336 + (48 — 2a)0 + 26 =0 (2)
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For & finne ut for hvilke 0 det vil lgnne seg & innfgre en ekstra reparatgr for, kan vi se pa
den andrederiverte til venstresiden av (?7?). Intuitivt kan vi si at det vil lgnne seg a ha to
reparatgrer dersom maskinene ofte gar i stykker. Altsa nar 6 > 12.57. Videre vil det ogsa
lgnne seg a ha to reparatgrer dersom det tar veldig lang tid & reparere en maskin i forhold til
hvor ofte de gar i stykker. Altsa nar 6 < 0.0102.

Ligningen (?77?) er funnet ved a trekke ventresiden i (?77?) fra hgyresiden. Altsa vil ei en #-verdi
som gjgr
B6% 4+ 366% + (43 — 20)0 + 23 (3)

negativ si at det lgnner seg med kun en reparatgr. Den dobbeltderiverte er 65(1+46). Denne er
positiv for alle 8 > 0, noe som vil si at vi har et bunnpunkt mellom 8 = 0.0101 og 6 = 12.57.
Uttrykket (??) er dermed positivt for 0 < 6 < 0.0102 og 6 > 12.57 (som antatt).

Eksamen, mai '01 oppg.1

1/

a) At X(t) modeleres ved hjelp av en Markovkjede betyr at gitt tilstanden i natiden
(X (t) = 1), sa er framtidige tilstander uavhengig av tilstanden for tid ¢.

Gitt X(t) =0. Daer
P(ventetid i “0” er > s —t) = ¢~ (WHo)s=1)

da spgrsmalet kan formuleres som den fgrste hendelsen av to uavhengige poisson-
prosesser.

b) Chapman-Kolmogorov ligningen for Py (t + h) er

2
Py(t+h) = Z Poj(t)Pjo(h)
=0

= Po(t)- (1 = (u+o)h) + Por(t) - ph+ Poa(t) - 0+ o(h)

dvs.
Poo(t + h}z “Polt) _ (1 o) Poolt) + pPor (1) + OTh)
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Ved a la h ga mot 0, ser vi at
Poo(t) = —(pu+ ) Poo(t) + pPo ()

Videre

2
Pou(t+h) = > Py(t)Pi(h)
j=0
= Poo(t) - oh+ Po(t) - (1 = (p+v)h) + Po(t) - 0+ o(h)

dvs.
fllt hi)z ~ 0 _ aPoo(t) = (p+v)Poi(t) + O—:)

Nar h gar mot 0, ser vi at

Py (t) = 0 Poo(t) — (p + v)Por(t)
som skulle vises.

c) Gitt at p = 0. Antar ogsa at X(0) = 0. @nsker a finne Pyy(t). Den forste ligningen i
forrige deloppgave gir na
Poo(t) = —(p+ ) Poo(t)

dvs.
Poo(t) = Ce™ ko)
ved hjelp av standard differetialligningsteknikker. Siden Pyy(0) = 1 blir C' = 1. Den
andre ligningen i forrige punkt gir
P (t) = ce” W+t _ y Py (t)
dvs
Pl (t) 4+ vPo(t) = ge~(HFo)t

Vi vet at Py1(0) = 0. Fra den siste formelen i den utdelte formelsamlinga ser vi at

t
Poi(t) = /e_”(t_s)ae_(“*")sds
0

t
= ae_"t/ eV=H=)s g
0

_ Ue—vtw%a [e(v—u—o)t) _ 1]

_ o [e—(u-‘ra)t _ e—l/t:|

vV—p—o

d) Gitt at X(0) = 0. Onsker a finne E(T|X(0) = 0). La m; = E(T|X(0) = ). Fra vink
har vi at

m; = Z E(T|X(0) =i N forste overgang er til j) - P(forste overgang er til j)
i
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Dermed blir

mo E(T|X(0) = 0N forste overgang er til 1) - P(forste overgang er til 1)

+ E(T)X(0) = 0N forste overgang er til 2) - P(forste overgang er til 2)

(s +m) 5
w+o w+o

1 o
u+o pu+o

Tilsvarende blir

Lgser ut for mg og far

1 o 1 P
moy = + + - My
w+o pu+o\v+p v+p
4

(1 op > 1 N o
mo — =

(n+o)v+p)) pt+o (u+o)(v+p)
Multipliserer begge sidene med (u + o)(v + p) :

mo((p+o)(v+p)—op)=v+p+o
v+p+o _ v+pto
(n+o)v+p)—op pv+ov+pup

mo =
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