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8.1

M/M/I

• Xi = antall ankomne i løpet av tid t ∼ Poisson(λt), E[Xt] = λt

• S = servicetid ∼ exp(µ), E[S] = 1
µ

a)

E[Xs] =

∫

∞

0
E[Xs|S = s] · fs(s) ds =

∫

∞

0
λs · fs(s) ds = λ · E(S) =

λ

µ

b)

Pr{Xs = 0} =

∫

∞

0
Pr{Xs = 0|S = s} · fs(s) ds =

∫

∞

0
e−λsµe−µs ds

=
µ

λ + µ

∫

∞

0
(λ + µ)e−(λ+µ)s ds =

µ

λ + µ

8.4

M/M/I

• W ∗

Q - Tid en kunde st̊ar i køen

• W ∗ - Tid en kunde er i systemet (kø + service) ∼ exp(µ − λ) (Se s. 437-438)

• N - Antall i systemet n̊ar kunden ankommer ≈ geometr( λ
µ
) (Se s. 438)

⇒ W ∗

Q|N = n ∼ W ∗|N = n − 1, n ≥ 1

P (W ∗

Q ≤ x) = P (W ∗

Q ≤ x | N = 0) · P (N = 0) + P (W ∗

Q ≤ x | N > 0) · P (N > 0)

= 1 ·

(

1 −
λ

µ

)

+ P (W ∗ ≤ x) ·
λ

µ

=

(

1 −
λ

µ

)

+
λ

µ

(

1 − e−(µ−λ)x
)
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8.7

Se boka s. 673

Eksamen, mai ’02 oppg.3

a)

For k ≤ N − 1: Potensielle nye kunder ankommer med intensitet λ, og enhver slik
kunde vil g̊a inn i køsystemet. Det vil si at λk = λ.

For k = N : Eventuelle potensielle nye kunder vil g̊a forbi, det vil si λk = 0.

For k = 1, 2, . . . , N : Kunden under behandling er ferdig med intensitet µ, men gitt at
hun er ferdig vil hun kun forlate køsystemet med sannsynlighet p.
Intensitet for å forlate køsystemet blir dermed µk = pµ.

For k = 0: Ingen kunder i køsystemet, og dermed kan ingen forlate det.
Det vil si at µ0 = 0.

X(t) blir en fødsels- og dødsprosess fordi kunder forlater og ankommer køsystemetmed inten-
siteter som kun avhenger av n̊aværende tilstand, ikke historien.

b)

θk =
λ0λ1 . . . λk−1

µ1µ1 . . . µk

=
λk

(pµ)k
=

(

λ

pµ

)k

N
∑

k=0

θk =
N

∑

k=0

(

λ

pµ

)k

=
1 −

(

λ
pµ

)N+1

1 − λ
pµ

Pi =
θi

∑N
k=0 θk

=

(

λ

pµ

)i 1 − λ
pµ

1 −
(

λ
pµ

)N+1

Her er λ = 9, µ = 11, p = 0.9 og N = 20, slik at

Pi =

(

9

0.9 · 11

)i 1 − 9
0.9·11

1 −
(

9
0.9·11

)21 = 0.105
(

0.909
)i

Andel kuner som g̊ar forbi:

PN =
θi

∑N
k=0 θk

=

(

λ

pµ

)i 1 − λ
pµ

1 −
(

λ
pµ

)N+1
= 0.0156
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Andel kunder som g̊ar direkte til behandling:

P0 =
1 − λ

pµ

1 −
(

λ
pµ

)N+1
= 0.105

c)

L =

N
∑

i=0

iPi =

N
∑

i=0

i
( λ

pµ

)i 1 − λ
pµ

1 −
(

λ
pµ

)N+1

=
1 − λ

pµ

1 −
(

λ
pµ

)N+1
·

λ
pµ

+
(

λ
pµ

)N+1(
N λ

pµ
− N − 1

)

(

1 − λ
pµ

)2

=

λ
pµ

+
(

λ
pµ

)N+1(
N λ

pµ
− N − 1

)

(

1 −
(

λ
pµ

)N+1)(
1 − λ

pµ

)

= 6.719

Littles formel:

L = λaW ⇒ W =
L

λa

Her er λa = λ
(

1− Pn

)

, slik at gjennomsnittlig total tid hver kunde tilbringer i systemet blir:

W =
L

λ
(

1 − Pn

) = 0.756

La T være total tid i køsystemet for en person som gjennomg̊ar (nøyaktig) en behandlig.

Betinger p̊a N (antal kunder i køsystemet n̊ar “v̊ar” person ankommer). N har sannsynlig-
hetsfordeling

P{N = n} =
Pn

1 − PN
, n = 0, 1, 2, . . . , N − 1

E[T ] =
N−1
∑

n=0

E[T | N = n] · P{N = n}

(∗)
=

N−1
∑

n=0

n + 1

µ
P{N = n} =

1

µ
+

N−1
∑

n=0

n

µ

Pn

1 − PN

=
1

µ
+

1

µ

∑

n=0

N − 1n

(

λ
pµ

)n(

1 − λ
pµ

)

1 −
(

λ
pµ

)N+1
−

(

λ
pµ

)N(

1 − λ
pµ

)

=
1

µ

[

1 +

(

1 − λ
pµ

)

1 −
(

λ
pµ

)N+1
−

(

λ
pµ

)N(

1 − λ
pµ

)

·

λ
pµ

+
(

λ
pµ

)N(

(N − 1) λ
pµ

− N − 2
)

(

1 − λ
pµ

)2

]

=
1

µ

[

1 +

λ
pµ

+
(

λ
pµ

)N(

(N − 1) λ
pµ

− N − 2
)

(

1 − λ
pµ

)(

1 −
(

λ
pµ

)N+1
−

(

λ
pµ

)N(

1 − λ
pµ

))

]

= 0.333

(∗) fordi E[T | N = n] er gammafordelt, med forventning n+1
µ

.
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