
Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet
Institutt for matematiske fag

TMA4265 Stokastiske

prosesser

V̊aren 2004

Løsningsforslag - Øving 13

8.39

Se side 676 i læreboka

8.50

Fra delkapittel 8.9.2 har vi at M/M/k - systemet har følgende grensesannsynlighet
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Bruker s̊a at Wq =
Lq

λ , og f̊ar dermed at

W = Wq + E[S ] =
Lq

λ
+

1

µ
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og

L = λW = Lq +
λ

µ

10.1

Se appendiks i læreboka

10.2

Har at
{X(s) − A | X(t1) = A, X(t2) = B} t1 < s < t2

d
= {X(s − t1)|X(0) = 0, X(t2 − t1) = B − A} d = samme fordeling

∼ N

(
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t2 − t1

(t2 − s)

)

(Se side 552)

Dermed er
{X(s) | X(t1) = A, X(t2) = B}

∼ N

(

A +
s − t1
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(B − A),
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)

10.5

Se appendiks i læreboka

10.9

Vi har at
X(s) = x, X(t) = y ⇐⇒ X(s) = x, X(t) − X(s) = y − x

Siden vi har uavhengige inkrementer f̊ar vi at simultanfordelingen blir

fs,t(x, y) = fs(x) · ft−s(y − x)





fs(x) = N(sµ, sσ2)

ft−s(z) = N((t − s)µ, (t − s)σ2





10.10

Se appendiks i boka
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Eksamen, mai ’01 oppg.3

a) Definisjon av brownsk bevegelse:

1. B(0) = 0

2. {B(t), t ≥ 0} har stasjonære og uavhengige inkrementer (differanser)

3. For alle t > 0 s̊a er B(t) normalfordelt med forventning 0 og varians σ2t

Ut fra forutsetningene vet vi at B(2) ∼ N(0, 2). Dermed har vi at

P (B(2) ≥ 3) = 1 − Φ

(

3√
2

)

= 1 − Φ(2.12)

= 0.017

Videre har vi at

P (B(2) ≥ 3|B(1) = 1) = P (B(2) − B(1) ≥ 2)

= 1 − Φ(2) = 0.023,

der den andre overgangen skyldes uavhenige inkrementer og den tredje skyldes at
B(2) − B(1) er normalfordelt med forventning 0 og varians 2 − 1 = 1, alts̊a standard
normalfordelt.

b) Skal finne P (T3 ≤ 2). Ut fra tipset ønsker vi å g̊a ut fra P (B(2) ≥ 3). Bruker loven om
total sannsynlighet:

P (B(2) ≥ 3) = P (B(2) ≥ 3|T3 ≤ 2) · P (T3 ≤ 2)

+ P (B(2) ≥ 3|T3 > 2) · P (T3 > 2)

= 1/2 · P (T3 ≤ 2)

P (B(2) ≥ 3|T3 ≤ 2) = 1/2 fordi gitt at prosessen har vært i tilstand 3 i tidsrommet
[0, 2], s̊a er sannsynligheten for at prosessen er over tilstand 3 ved tidspunkt 2 lik sann-
synligheten for at den er under tilstand 3, alts̊a en halv. P (B(2) ≥ 3|T3 > 2) = 0 hvis
man bare tenker seg litt om. Dermed har vi at

P (T3 ≤ 2) = 2 · P (B(2) ≥ 3) = 2 · 0.017= 0.034
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