Nor ges teknisk— Sdelav5
naturvitenskapelige univer sitet
Institutt for matematiske fag

Bokmal

Faglig kontakt under eksamen:
Hakon Tjelmeland 735935 38

EKSAMEN | EMNE SIF5079 TIDSREKKER OG FILTERTEORI
Mandag 4. august 2003
Tid: 09:00-14:00

Hjelpemidler: Kakulator HP30S
Statistiske tabeller og formler, Tapir forlag.
K. Rottman: Matematisk formelsamling.
Ett gult ark (A5 med stempel) med egne formler og notater.

Sensur: 25. august 2003.

Merk: Alle svar skal begrunnes!

Oppgave 1

La{x} vazegitt ved
Ty = Qry_1 +wyp + O(wi—1 + wi—2), (1)

der ¢ og 6 er parametre og {w; } er hvit stey med Var(w;) = o>.
a) Skriv modellen pa standard ARMA-form,
¢(B)Z[}t = Q(B)wt,

der B betegner backshift-operatoren. Dvs. gi operatorene ¢(B) og ¢(B) for modell (1).
Hva menes med at en stokastisk prosess er svakt stasjonaa?
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Figur 1: To smuleringer framodell (1). Den ene har benyttet parameterverdier ¢ = —0.7 0g 6 = 0.8,
mens den andre har benyttet ¢ = 0.9 0g 6 = —0.1. Merk at det ikke opplyses om hvilke parameter-
verdier som hgrer sammen med hvilken av simuleringene.

b) Hvamenesmed at en ARMA-modell er kausal?
For hvilke verdier av ¢ og 0 er {z,} kausal?

Hva menes med at en ARMA-modéll er invertibel ?
For hvilke verdier av ¢ og 0 er {z,} invertibel?

| resten av oppgaven ska vi anta at {x;} er invertibel og kausal. Som kjent betyr dette spesielt at
{z;} kan skrives paformen

Ty = Z¢jwt—j' (2
j=0
c) Visat koeffisientene {¢; } i ligning (2) for modell (1) er gitt ved
Yo=1,1%=0+¢ og ¢; = ¢ (1+0(1€;_¢)) forj=23,.... 3

d) Bestem variansen og ett-stegs korrelagon for {z;}.

Figur 1(a) og (b) viser to smuleringer fra modell (1). Den ene ssimuleringen er gjort med
¢ = —0.7 0g # = 0.8, mens den andre har benyttet = 0.9 og # = —0.1. Hvilket av de to
parametersettene er benyttet i figur 1(a) og hvilket er benyttet i figur 1(b)? [Forklar hvordan du
resonnerer deg frem til svaret!]
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Figur 2: Tre observerte tidsrekker.

Oppgave 2

a) Figur 2 viser tre observerte tidsrekker. For hver av disse tre tidsrekkene, diskuter kort om det
er rimelig atilpasse en ARMA(p, ¢)-modell? (Husk: Begrunn svarene.)
Hvis du for en eller flere av tidrekkene i figur 2 ikke vil passe en ARMA(p,q)-modell, har du

fordlag til hva man kan gjere med disse far man eventuelt tilpasser en ARMA (p,q)-modell?
(Husk: Begrunn svarene.)

b) For en generell tidsrekke {x, }, definer partiell autokorrelasjonsfunksjon.

Benytt denne definisjonen til aregne ut ett- og to-stegs partiell autokorrelasjonsfunksjon for en
kausal AR(1)-modell.

Videre i denne oppgaven skal vi se patidsrekkai figur 2(c). Uansett hva du svarte i punkt a) skal vi
tilpasse en ARMA (p,q)-modell til denne. Figur 3 viser estimert autokorrel asonsfunkson og estimert
partiell autokorrelagonsfunksjon.

c) Foredaverdier for p og ¢ for en ARMA (p,q)-modell for tidsrekkai figur 2(c). (Husk: Begrunn
svaret.)

Uansett hvilkeverdier duforeslar for p og ¢, antaat vi naskal tilpasse en stasjonaa ARMA(1,0)-
modell og at vi skal estimere parametre ved maximum likelihood. Vi skal daforutsetteat w, ene
er normalfordelte. Bestem et uttrykk for likelihood-funksjonen for denne modellen nar obser-
vert tidsrekke er 1, xo, . .., T300.

| tillegg til ARMA(1,0)-modellen ble ogsaen ARMA(2,0)-modell tilpasset den observerte tidsrekka.
Modelldiagnoseringsplott (utskrift fra Splus) for de to tilpassede modellene er vist i figur 4. AIC-
verdiene ble henholdsvis 845.45 for ARMA(1,0)-modellen og 837.19 for ARMA(2,0)-model len.

d) Kommenter diagnoseringsplottene og AlC-verdiene. Hvilken av de to til passede modellene vil
du foretrekke? (Husk: Begrunn svaret.)
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Figur 3. Estimert autokorrelagonsfunksion og estimert partiell autokorrelagonsfunkgjon for tids-
rekkai figur 2(c).
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Figur 4: Modelldiagnoseringsplott for de tilpassede ARMA(1,0)- og ARMA(2,0)-modellene.
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Oppgave 3
Antafglgende skalare state-space-modell

Ty = Qr_ + Wy, 4
Yy = T+ (5)

der |¢| < 1 og {w;} og {v;} er to uavhengige Gaussiske hvit stay-prosesser med henholdsvis
Var(w;) = o? og Var(v;) = 1.

a) Utled rekursionsligninger for & beregne prediksioner =, = E[z, 4|1, y2, ..., ys) 09 til-
harende prediksionsvarians P, , = Var|z, |y1, 2, - ., yn) for h = 1,2,.... Du kan forut-
setteat =" = E[z,|y1, Y2, - - -, yn) 09 P = Var[z,|y1,ys, - - ., yn| dlerede er beregnet.

b) Visat {y,} falger en ARMA(p,q)-modell. Bestem ordenene p og ¢ og de gvrige parametre i
ARMA-modellen.



