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Notasjon brukt i dette oppgavesettet:
Z = {alle hele tall}

R = {alle reelle tall}

Oppgave 1

a) Anta gitt en ARMA-modell

xt − φ1xt−1 − . . .− φpxt−p = wt + θ1wt−1 + . . . + θqwt−q, t ∈ Z (1)

hvor φj, θk ∈ R for j = 1, . . . , p and k = 1, . . . , q (φp 6= 0, θq 6= 0), og wt er hvit støy.
Hva legges i begrepet kausalitet? Hvilke krav må være oppfylt for at tidsrekken xt skal
bli kausal?
Hva betyr det at xt er invertibel? Hvilke krav må da være oppfylt?
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b) Anta gitt følgende to MA-modeller

xt = wt − 0.8wt−1, t ∈ Z (2)

og
yt = vt − 0.9vt−2, t ∈ Z (3)

hvor wt og vt er to uavhengige hvit støy prosesser. Anta wt ∼ N(0, 1) og vt ∼ N(0, 1).
Diskutér kort egenskapene til de to tidsrekkene xt og yt i lys av punkt a).
Tidsrekken zt = xt + yt kan modelleres som en MA(2)-prosess bestemt av

zt = ut + θ1ut−1 + θ2ut−2, t ∈ Z (4)

hvor ut er en hvit støy prosess, ut ∼ N(0, σ2
u), og hvor σ2

u, θ1 og θ2 er passende valgte
parametre. Etablér ligningene for å bestemme disse parametrene. (Hint: Pass på korre-
lasjonsstrukturen.)

c) Vis at σ2
u = 2.50 er en god tilnærmelse til løsningen av ligningen som bestemmer σ2

u.
Vis kort hvordan du kunne ha bestemt denne løsningen selv ved bruk av en iterativ
løsningsmetode og en enkel kalkulator. Bestem til slutt verdiene til θ1 og θ2.

Oppgave 2

En tidsrekke xt er bestemt av AR(2)-modellen

xt = xt−1 + cxt−2 + wt, t ∈ Z (5)

hvor c er et reelt tall, c 6= 0, og wt er hvit støy.

a) Vis at modellen er kausal, og xt dermed (svakt) stasjonær, hvis og bare hvis −1 < c < 0.

b) Bestem autokorrelasjonsfunksjonen når c = −3/16.

Oppgave 3

a) Anta at betingelsene for at ARMA-modellen i oppgave 1a) skal være kausal, er til-
fredsstilt. Vis at frekvensresponsfunksjonen A(ν) da er gitt som

A(ν) =
θ(e−2πiν)

φ(e−2πiν)
(6)

hvor φ(z) = 1− φ1z − . . .− φpz
p og θ(z) = 1 + θ1z + . . . + θqz

q.
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b) Anta gitt de to AR(1)-modellene

xt − αxt−1 = wt, t ∈ Z (7)

og
yt − βyt−1 = vt, t ∈ Z (8)

hvor α, β ∈ R |α| < 1 (α 6= 0), |β| < 1 (β 6= 0), wt og vt er to uavhengige hvit støy
prosesser. Anta wt ∼ N(0, σ2

w) og vt ∼ N(0, σ2
v). Dette de�nerer to lineære, rekursive

�ltre.
Beregn forventningsverdi og autokovariansfunksjon for de to tidsrekkene xt og yt. Påvis
at de begge er svakt stasjonære. Vis også at de begge har en spektraltetthet, og bestem
uttrykkene for disse.

c) Anta σ2
w = σ2

v = 1.0, α = 0.9 og β = −0.9. Lag en skisse av spektraltetthetene til xt og
yt, og forklar hvilken e�ekt de to �lterne vil ha på et inngangssignal.

d) Anta så at de to �lterne i punkt b) kjedes sammen ved at wt erstattes med yt. Vis at xt

da bestemmes av en AR(2)-modell

xt − γ1xt−1 − γ2xt−2 = vt, t ∈ Z (9)

og bestem de to koe�sientene γ1 og γ2.

e) Finn uttrykket for spektraltettheten til den nye xt. (Du kan anta at den eksisterer.) Ser
du en sammenheng med resultater fra punkt b)? Skissér spektraltettheten for parame-
terverdiene fra punkt c). Hvordan vil du karakterisere dette �lteret?


