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Notasjon brukt i dette oppgavesettet:

• Zt er hvit støy med varians σ2, dvs. Zt ∼WN(0, σ2).

• B er backshift-operatoren, slik at BjXt ≡ Xt−j, j ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}
• ACVF = autokovarians-funksjon, ACF = autokorrelasjons-funksjon.
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Oppgave 1

Anta at tidsrekken Xt er en ARMA(p, q)-prosess de�nert ved

φ(B) Xt = θ(B) Zt ; t ∈ Z (1)

hvor AR-polynomet φ(z) = 1−φ1 z− . . .−φp zp, og MA-polynomet θ(z) = 1+θ1 z+ . . .+θq zq.

a) Hvilke betingelser er oppfylt når Xt er en ARMA(p, q)-prosess? Diskutér spesielt hvilke
krav som må stilles til AR- og MA-polynomene.

b) Hva betyr det at Xt er en kausal tidsrekke, og hvordan kan det uttrykkes? Hva med
invertibel?
Hvilke krav må stilles til AR- og MA-polynomene for å sikre at Xt skal være både kausal
og invertibel?

La φ og θ betegne reelle konstanter. Tidsrekken Xt de�nert i ligning (1), skal nå spesialiseres
til følgende modell:

Xt − φXt−1 = Zt + θ Zt−1 + 0.5 Zt−2 ; t ∈ Z (2)

c) For hvilke verdier av φ og θ er Xt både kausal og invertibel?

d) Bestem MA(∞)-representasjonen av Xt når den er kausal, og veri�sér at kravet for
konvergens er oppfylt.

Oppgave 2

La φ betegne en reell konstant, og anta at |φ| < 1. Betrakt tidsrekken Xt de�nert som følger:

X1 = Z1 (3)

Xt = φXt−1 + Zt ; t = 2, 3, . . . (4)

a) Bestem middelverdi og varians til Xt for t = 1, 2, . . ., og vis at

Cov(Xt+h, Xt) = σ2 φh 1− φ2t

1− φ2

for t ≥ 1 og h ≥ 0.
Er Xt en stasjonær tidsrekke?
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b) Argumentér for at Xt kan betraktes som stasjonær for store verdier av t. Beskriv deretter
hvordan du rent praktisk kan bruke dette til å simulere n observasjoner av en stasjonær
Gaussisk AR(1)-modell ut fra simulerte verdier fra en IID N(0, 1)-prosess, dvs. uavhengig,
identisk fordelt Gaussisk hvit støy med varians lik 1.0.

c) Anta at den første ligningen erstattes med

X1 =
1√

1− φ2
Z1 (5)

Er den resulterende tidsrekken stasjonær?

Oppgave 3

I denne oppgaven skal vi anta at Zt ∼ IID N(0, σ2). La tidsrekken Yt være en kausal ARMA(1,1)-
prosess gitt ved

Yt = φYt−1 + Zt + θ Zt−1 ; t ∈ Z (6)
hvor det antas at φ > 0.

a) Bestem ligningene som ACVF γY (·) til Yt tilfredsstiller, og bestem γY (h) for h ≥ 0. Vis
at tilhørende ACF er gitt ved

ρY (h) =
(1 + θφ)(φ + θ)

1 + 2θφ + θ2
φh−1; h ≥ 1 (7)

Yt kan, under visse betingelser, betraktes som gitt av følgende tilstandsrom-representasjon:

Yt = Xt + Vt ; t ∈ Z (8)

og
Xt+1 = φXt + Wt ; t ∈ Z (9)

for passende valg av 'hvit støy'-prosesser Vt og Wt, hvor Vt ∼ IID N(0, σ2
V ), Wt ∼ IID N(0, σ2

W ),
E[VtWs] = 0 for alle s og t. Du kan også anta at E[XtVs] = 0 for alle s og t.

b) Bestem ACVF til Yt gitt av ligningene (8) og (9). Vis at ACF til Yt er gitt ved uttrykket

ρY (h) =
(
1 +

σ2
V

σ2
W

(
1− φ2

))−1

φh; h ≥ 1 (10)

c) ACVF til Yt gitt av ligningene (8) og (9) er identisk, under visse betingelser, med ACVF
til Yt bestemt av ligning (6). Vis det ved å vise at σV og σW kan uttrykkes ved σ, φ og
θ, og bestem hvilke verdier for θ som kan tillates.
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Oppgave 1

a) For at Xt skal være en ARMA-prosess må den være stasjonær, og AR- og MA-polynomet
kan ikke ha felles røtter. Stasjonaritet sikres ved at φ(z) 6= 0 for |z| = 1 (z ∈ C = de
komplekse tall).

b) Xt er en kausal tidsrekke hvis Xt kan uttrykkes på følgende måte som en en-sidig lineær
prosess: Xt =

∑∞
j=0 ψj Zt−j, hvor

∑∞
j=0 |ψj| < ∞. Dette er en MA(∞)-modell.

At Xt er invertibel betyr at Xt kan representeres som en AR(∞)-modell, dvs.
∑∞

j=0 πj Xt−j =
Zt., hvor

∑∞
j=0 |πj| < ∞.

Xt er kausal hvis og bare hvis røttene i AR-polynomet φ(z) ligger utenfor enhetsdisken
i C, dvs. φ(z) 6= 0 for |z| ≤ 1.

Forat Xt skal være invertibel, er det nødvendig og tilstrekkelig at røttene i MA-polynomet
θ(z) ligger utenfor enhetsdisken.

c) AR-polynomet har åpenbart roten z = 1/φ. Denne ligger utenfor enhetsdisken hvis og
bare hvis |φ| < 1.
MA-polynomet er nå θ(z) = 1 + θz + 0.5z2.
Røttene, betegnet med z1 og z2, er gitt ved

z1,2 = − θ ±
√

θ2 − 2

Vi ser at for |θ| ≥ √
2, så er røttene reelle, mens for |θ| <

√
2, så er røttene kompleks

konjugerte.
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Ser på det siste tilfellet først. For |θ| < √
2, blir (i =

√−1)

z1,2 = − θ ± i
√

2− θ2

Det gir
|z1,2|2 = θ2 + 2− θ2 = 2

Det gir at |z1,2| > 1 for |θ| < √
2.

Anta så θ ≥ √
2:

Da er z2 < z1 = − θ +
√

θ2 − 2 < 0. Må derfor kreve − θ +
√

θ2 − 2 < −1, som gir
θ < 3/2.
Tilsvarende, for θ ≤ −√2 blir 0 < z2 = − θ − √

θ2 − 2 < z1. Må derfor kreve − θ −√
θ2 − 2 > 1, som gir θ > −3/2.

Dermed ligger røttene i MA-polynomet utenfor enhetsdisken hvis og bare hvis |θ| < 3/2.

Konklusjon: Xt er både kausal og invertibel hvis og bare hvis |φ| < 1 og |θ| < 3/2.

d) For MA(∞)-representasjonen Xt =
∑∞

j=0 ψj Zt−j kan koe�sientene ψj bestemmes av
ligningen ψ(z) = θ(z)/φ(z), hvor ψ(z) =

∑∞
j=0 ψj zj, φ(z) = 1 − φz og θ(z) = 1 + θz +

0.5z2. Det gir ligningen

ψ0 + ψ1z + ψ2z
2 + . . . =

1 + θz + 0.5z2

1− φz
= (1 + θz + 0.5z2)(1 + φz + φ2z2 + . . .)

Sammenligning av koe�sientene foran zj, j = 0, 1, 2, . . ., gir

ψ0 = 1

ψ1 = φ + θ

ψ2 = φ2 + φθ + 0.5

ψ3 = (φ2 + φθ + 0.5) φ

...
ψj = (φ2 + φθ + 0.5) φj−2 ; j = 2, 3, . . .

Herav følger at
∑∞

j=0 |ψj| < ∞ hvis og bare hvis
∑∞

j=0 |φ|j < ∞, og det holder åpenbart
siden |φ| < 1.
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Oppgave 2

a) E[Xt] = 0 siden E[Zt] = 0.

σ2
t = Var(Xt) = E[X2

t ] = E[(φXt−1 + Zt)(φXt−1 + Zt)]

= φ2E[X2
t−1] + σ2

= φ2σ2
t−1 + σ2 = φ2(φ2σ2

t−2 + σ2) + σ2

= φ4σ2
t−2 + σ2(1 + φ2)

...
= φ2(t−1)σ2

1 + σ2(1 + φ2 + . . . φ2(t−2))

= σ2(1 + φ2 + . . . + φ2(t−1))

= σ2 1− φ2t

1− φ2

siden σ1 = σ.
Et følgeresultat av stasjonaritet er at variansen er konstant, dvs. uavhengig av tident t.
Det er åpenbart ikke tilfelle her, og Xt er derfor ikke stasjonær.
La h ≥ 0 og t ≥ 1. Da er

Cov(Xt+h, Xt) = E[XtXt+h] = E[Xt(φXt+h−1 + Zt+h)] = φE[XtXt+h−1] = . . .

= φhE[X2
t ] = φh σ2

t

= σ2 1− φ2t

1− φ2
φh (1)

b) Vi ser av ligning (1) ovenfor at

Cov(Xt+h, Xt) −→
t→∞

σ2 φh

1− φ2

Siden grenseverdien for store t eksisterer og er bare avhengig av h, kan vi tilnærmet si
at Xt er stasjonær for store t.
Siden Zt er IID N(0,1), blir Xt en gaussisk tidsrekke. For store t blir derfor Xt tilnærmet
en stasjonær gaussisk tidsrekke som tilfredsstiller ligning (4), dvs. Xt blir tilnærmet en
gaussisk AR(1)-prosess for store t.
En praktisk simulering av n observasjoner fra en gaussisk AR(1)-prosess (med |φ| < 1)
kan da oppnås ved å simulere fra den gitte modellen over et tidsintervall med lengde T
slik at |φ|T−n < ε, hvor ε er en valgt nøyaktighet. (Dvs. tall mindre enn ε blir betraktet
som null.)
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c) Ligning (5) gir at
σ2

1 = Var(X1) =
σ2

1− φ2

Anta σ2
t = σ2

1. Vi har
σ2

t+1 = φ2σ2
t + σ2 = φ2σ2

1 + σ2

= φ2 σ2

1− φ2
+ σ2

=
σ2

1− φ2

Per induksjon følger at σ2
t = σ2

1 for alle t. Siden Cov(Xt+h, Xt) = σ2
t φh (h ≥ 0), følger at

Cov(Xt+h, Xt) = σ2 φh

1− φ2

Dermed er Xt stasjonær.

Oppgave 3

a) Ligning (6) gir relasjonen
γY (h)− φ γY (h− 1) = 0 ; h = 2, 3, . . .

Det medfører at γY (h) = γ(1) φh−1.
Tilsvarende �nner vi at

γY (0) = φ γY (1) + σ2 (1 + φθ + θ2)

og
γY (1) = φ γY (0) + σ2 θ

Ved å løse de to siste ligningene, �nner vi at

γY (0) = σ2 1 + 2φθ + θ2

1− φ2

og

γY (1) = σ2 (1 + φ θ)(φ + θ)

1− φ2

Dermed er γY (h) fullstendig bestemt, og vi �nner at ACF er gitt ved

ρY (h) =
(1 + φ θ)(φ + θ)

1 + 2φθ + θ2
φh−1
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b) Fra ligning (9) og resultatene i punkt a) (eller Oppgave 2) �nner vi at

γX(h) = σ2
W

φh

1− φ2
; h = 0, 1, 2, . . .

Ligning (8) gir at

γY (0) = Var(Yt) = Var(Xt + Vt) =
σ2

W

1− φ2
+ σ2

V

og for h ≥ 1

γY (h) = Cov(Yt+h, Yt) = Cov(Xt+h + Vt+h, Xt + Vt) = γX(h)

Herav følger at for h ≥ 1 er ACF til Yt gitt ved

ρY (h) =
σ2

W
φh

1−φ2

σ2
W

1−φ2 + σ2
V

=
(
1 +

σ2
V

σ2
W

(
1− φ2

))−1

φh

c) Vi ser at ACF til Yt blir identisk i de to tilfellene når
(
1 +

σ2
V

σ2
W

(
1− φ2

))−1

φ =
(1 + φ θ)(φ + θ)

1 + 2φθ + θ2

Dermed, hvis likhet kan oppnås i denne ligningen, og variansen er den samme, dvs.
σ2

W

1− φ2
+ σ2

V = σ2 1 + 2φθ + θ2

1− φ2

så er åpenbart de to ACVFene identiske.
Løser vi den første ligningen over, får vi at

σ2
V

σ2
W

=
− θ

(1 + φ θ)(φ + θ)

Ved å bruke den andre ligningen, �nner vi at
σ2

W = σ2(1 + φ θ)(1 + θ/φ)

og til slutt

σ2
V = −σ2 θ

φ

σ2
V > 0 krever at θ < 0. Fra utrykket for σ2

W ser vi at σ2
W > 0 for θ < −1/φ og θ > −φ.

Dermed blir det tillatte verdiområdet for θ: −∞ < θ < −1/φ og −φ < θ < 0. For slike
verdier på θ kan vi alltid �nne passende verdier for σV og σW slik at de to ACVFene blir
identiske.
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