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NB: Alle svar skal begrunnes.

Notasjon brukt i dette oppgavesettet:

• Zt er hvit støy med varians σ2, dvs. Zt ∼WN(0, σ2).

• B er backshift-operatoren, slik at BjXt ≡ Xt−j, j ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}
• ACVF = autokovarians-funksjon, ACF = autokorrelasjons-funksjon.
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Oppgave 1

Anta at tidsrekken Xt er en ARMA(2, 1)-prosess de�nert ved

φ(B) Xt = θ(B) Zt ; t ∈ Z (1)

hvor AR-polynomet φ(z) = 1− φ2 z2, og MA-polynomet θ(z) = 1 + θ z.

a) Hvilke krav må stilles til parametrene φ og θ for at Xt skal være en ARMA(2, 1)-prosess?

b) Hva betyr det at Xt er en kausal tidsrekke, og hvordan kan det uttrykkes? Hva med
invertibel?
Hvilke tilleggskrav må φ og θ oppfylle for at Xt skal være en kausal og invertibel tidsrekke?

I resten av oppgaven skal vi anta at 0 < |φ| < 1.

c) Bestem ACVF γ(h) til Xt. Vis først at

γ(0) = σ2 1 + θ2

1− φ4
(2)

og
γ(1) = σ2 θ

1− φ2
(3)

d) Vis at for θ = 0, gjelder ligningen

γ(2k) =
σ2

1− φ4
φ2|k| , k ∈ Z (4)

Hva blir γ(2k + 1) for k ∈ Z ?

Oppgave 2

Med utgangspunkt i 'observasjonene' X1, X2, . . . , Xn fra en stasjonær tidsrekke Xt, kan ACVF
γ(h) og ACF ρ(h) estimeres som følger (h = 0, 1, 2, . . .):

γ̂(h) =
1

n

n−h∑
t=1

(Xt+h − X̄n)(Xt − X̄n), (5)

og
ρ̂(h) =

γ̂(h)

γ̂(0)
, (6)
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som kan benyttes dersom h ikke er for stor i forhold til n, f.eks. 0 ≤ h < n/4. Vi skal nå anta
følgende resultat: For store n vil estimatoren ρ̂ρρ =

(
ρ̂(1), ρ̂(2), . . . , ρ̂(k)

)′ være tilnærmet normal-
fordelt N(ρρρ, 1

n
W ), hvor ρρρ =

(
ρ(1), ρ(2), . . . , ρ(k)

)′ og W = (wij) er en k × k kovariansmatrise
gitt av Bartletts formel

wij =
∞∑

l=1

{ρ(l + i) + ρ(l − i)− 2ρ(i) ρ(l)} · {ρ(l + j) + ρ(l − j)− 2ρ(j) ρ(l)} (7)

Anta at for observasjonene x1, x2, . . . , x100, har vi funnet at ρ̂(1) = 0.438 og ρ̂(2) = 0.145.

a) Anta at observasjonene er generert av en AR(1)-prosess: Xt = φXt−1 + Zt, hvor |φ| < 1.
Sett opp sammenhengen mellom ρ(h) og φ, og vis at

Var[ρ̂(1)] ≈ 1

n

(
1− φ2

)
(8)

Bestem et tilsvarende uttrykk for Var[ρ̂(2)]. Hint: Bruk f.eks. den observerte verdien
ρ̂(2) = 0.145 til å begrunne approksimasjonene.
Konstruér så et tilnærmet 95% kon�densintervall for både ρ(1) og ρ(2). Bruk disse to
kon�densintervallene til å diskutere om observasjonene er konsistente med en AR(1)-
modell med φ = 0.8.

b) Anta at observasjonene er generert av en MA(1)-prosess. Konstruér et tilnærmet 95%
kon�densintervall for både ρ(1) og ρ(2). Bruk disse to kon�densintervallene til å diskutere
om observasjonene er konsistente med en MA(1)-modell med θ = 0.6.

OPPGITT: 95% kon�dens-grenser for en N(0, 1)-variabel er ±1.96.

Oppgave 3

a) Anta at tidsrekken Xt, t ∈ Z, er (svakt) stasjonær. Vis at ∇k Xt = (1 − B)kXt også er
en stasjonær tidsrekke for enhver k = 1, 2, . . ..

b) La tidsrekken Yt være de�nert ved ligningen

Yt = β0 + β1 t + β2 t2 + Xt , t ∈ Z, β2 > 0, (9)

hvor Xt er stasjonær. Fins det et helt tall k0 slik at ∇kYt er stasjonær for k ≥ k0, mens
∇kYt ikke er stasjonær for k < k0. Hva er i så fall k0?


