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Notasjon brukt i denne oppgaven:

R

e

e {«;} er en sekvens av uavhengige og normalfordelte (Gaussfordelte) stokastisk variable med
forventningsverdi null og varians 0.

o B er backshift-operatoren, slik at B¥*Z, = Z,_,., k = 0,41, +2, ...

o Z(l)er prognosen for Z,,, gitt {Z; = z,,s < t}.
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Oppgave 1 Prognoser i en ARMA(1, 1) modell

La {Z;} vere gitt ved

a) Hva menes med at {Z, } er (2. ordens) svakt stasjonzr?
For hvilke verdier av ¢ og 8 er {Z;} (2. ordens) svakt stasjonar?
Hva menes med at { Z, } er invertibel?
For hvilke verdier av ¢ og 8 er {Z,} invertibel?

Antand at {Z,} er en (2. ordens) svakt stasjonzr og invertibel prosess.

b) Visat
14 0% — 240
VaI(Zt) = —”T:—d?—“*()j
og at autokorrelasjonsfunksjonen (ACF) til {Z, } er gitt ved
1 k=20
pr = (d—6)(1 —¢0)/(1+6>—2¢40) k=1
¢ 1p1 k>2.

¢) Finn uttrykk, eventuellt rekursive uttrykk, for [-stegs prognosen Z(l) og variansen til [-stegs
prognosefeil, for [ = 1,2,3,....
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Oppgave 2 Feilkorreksjonsfilter
La {Z,} veere gitt ved
(1 —¢B)Z = ay, lo| < 1.
der o2 er kjent. ¢ er ukjent og er estimert til gZ Anta at gZ # ¢, slik at
Z(l) = gth,

og definer ett stegs prognosefeil ¢,(1) som

e(1) = Zipr — Zy(1).
Merk: Siden gZ # ¢ vil ikke {a,} vere ett-stegs prognosefeil.

a) Finn frekvensspekteret, f(w), til {e,(1)}.

For & forbedre ett-stegs prognosen vil vi filtrere {Z(l)} gjennom ett enkelt feilkorreksjonsfilter,

20 =Y hiZe (1), hj=q € j=1
=0 0, ellers,

der Z!(1) er den nye prognosen. Definer ¢/ 1) = Zyyr — 2! (1) som ett-stegs prognosefeil for den nye
prognosen.

b) Vis at

e, (1) = (¢ — $)Xt + iy
der {X,;} eren ARMA(]1, 1) prosess (definerti Oppgave 1, ligning 1) med parametre ¢ og § =
£/ (P — ¢).
¢) Finn frekvensspekteret, f..(w), til {e}(1)}.

d) Finnden { som minimerer variansen til ett-stegs prognosefeil, Var(e;(1)).
Hva blir f./(w) for den ¢ som minimerer Var(e;(1))? Kommenter.

Hint: Du kan f& bruk for resultatet i Oppgave 1b.
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Oppgave 3 Stasjonaerlgsning til Kalman-rekursjonene

Definer state-space/tilstands-modellen

z(k) = ¢x(k—1)+wlk—1)
z(k) = z(k)+v(k) 2)

der |#| < 1. Viantar at prosessene starteti k = —oo slik at stasjonzrtilstand er oppnddd. De Gaussiske
stgyleddene har Var(w(k — 1)) = Q > 0, Var(v(k)) = R > 0 og forventningsverdi lik 0. Bide = (k)
og z(k) er univariate (dimensjon lik 1) og kun z(k)-ene er observert.

Definer z(1) = (..., 2(0),2(1),... ,z(1))7, og Z(k|k) = E(z(k) | z(k)).

a) Forkiar hvorfor stasjonzrigsningen av Kalman-rekursjonene gir at
(klk) = ) biz(k - j)
j=0
for noen konstanter {b,,7 = 0,1,2...}.
Finn uttrykk for {b;,7 = 0,1,2... }.

b) Anta z(n) er observert.
Forklar hvordan man kan gjgre bruk av Kalman-rekursjonene til 4 finne /-stegs prognosen for

z(n + 1),
E(=(n + 1)|z(n))

samt varians til prognosefeilen.

Oppgave 4 Estimering i en state-space modell

En realisasjon av state-space/tilstands-modellen definert i Oppgafve 3 (med lengde 100) gav fglgende
estimat pd varians og autokorrelasjonsfunksjonen (ACF) til {z(k)}: Var(z(k)) = 3.51, 5,(1) = 0.55,
p=(2) = 0.44, p.(3) = 0.30, p,(4) = 0.21, p,(5) = 0.17, og p.(6) = 0.14.

a) Bruk de estimerte verdier til 4 gi rimelige estimat pd ¢, R og Q.
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