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Xt = φXt−1 + Zt

Xt = φXt−1 + Zt

= Zt + φ(Zt−1 + φXt−2)

= . . .

= Zt + φZt−1 + . . .+ φnZt−n + φn+1Xt−n−1)

x'y�������	

Xt − φn+1Xt−n−1 = Zt + φZt−1 + . . .+ φnZt−n

z{����	���|}�,~���"�~
��"������
�`���

(Xt − φn+1Xt−n−1) = γ(0)(1 + φ2n+2) − 2φn+1γ(n+ 1)

≤ γ(0)(1 + |φ|2n+2 + 2|φ|n+1) = 4γ(0)

��&
Xt

��	�	��;��������������������� |φ| = 1

�������*|}�,~���"�~
��"������
�P���

(Zt + φZt−1 + . . .+ φnZt−n) = nσ2

��& |φ| = 1� ����~���~
"�������"��
nσ2 > 4γ(0)
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Xt
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Xt − φXt−1 = Zt + θZt−1|*y��
���
φ = θ = 0.5¢�~�~������������+��� � ��~
�����������¨� � ��©������������«ª(���¨���¨��¬ � |}�#�����;��������y����

Xt =

∞
∑

j=0

ψjZt−j

|*y��
���
ψ0 = 1 � ψj = (φ+ θ)φj−1 = 0.5j−1

&(���
j = 1, 2, . . .

�
z�����) � ��~
�����������¨� � ��©������������«ª(���¨���¨��¬ � |}�,���
�

Zt =
∞

∑

j=0

πjXt−j

|*y��
���
π0 = 1 � πj = −(φ+ θ)(−θ)j−1 = −(−0.5)j−1

&����
j = 1, 2, . . .
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Xt = Zt − 0.6Zt−1|*y��
���
Zt ∼ ° � (0, 1)

�
± ��	;�
�������]��y����

x100 = 0.157x'y��,������������~��#��&
x100 ²

�P���
[x100] =

1

n

n
∑

h=−n

(

1 − |h|
n

)

γ(h)

=
1

100

(

γ(0) + 2 · 99

100
γ(1)

)

=
1

100

(

1.36 − 1.98 · 0.6
)

= 0.00172x'y�������	 ��³ ��´µ~�����¶q���
��~��#�!��������	*&(���
µ
�����#�� � ���������)+�����
"��

x100 ± 1.96
√

0.00172

= 0.157 ± 1.96 · 0.0415 = 0.157 ± 0.0813 = 0.076, 0.238·��V¸®��~
���
0 ² µ = 0

����&����������6��&{��y��C��"����
�������������#y��� !����y���	���	6�
1 ² µ 6= 0

���6	���������¶�~�����~��#"��
���
"
���¨���G	�����~��,��y�� ³ ��´¹�!��������	*&����

µ
���=����������~
"������#��y��,����"����C���

������� ² x'y��#~�����~
"���	�������|}����"�������ºf�
�*��&B��y��,����) �#	��
������	 Xt ∼ IID(0, 1.36)
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¢�	�	���) �#����¢�·�ª®�¯¬%��) �����
"
Xt = φXt−1 + Zt� ����~��

ρ(h) = φh ª h > 0
¬?&����B���¼¢�·¼ª®�¯¬%��) �����
" � ���������Sy���	M�!���
�=����	��
�������C��y���� ˆρ(2) = 0.145 � |}�	�y���"�"I��	�	���) ����y����

φ2 << 1
��½�	�������¾*������"��
����¿À	�&(����)���"�� � ��y��C&(��"�"��¯|*�����]�� � ����¯����)+�����¼���
"�����������	�����#�����;��������� ²

�P���
[ ˆρ(1)] ≈ 1

n

(

1 − φ2
)

�����
�`���

[ ˆρ(2)] ≈ 1

n

(

1 − φ2
)(

1 + 3φ2
)

x'y����6��	 ��³ ��´µ~�����¶����
��~��#�!��������	*&(���
ρ(1)

�����C�� � ���������)+�����
"��

ˆρ(1) ± 1.96√
n

√

1 − φ2

Á ��������	� !������������"�� �q³ ��´µ~�����¶����
��~��C�!��������	*&����
ρ(2)

�����C�� � ���������)+�����
"��

ˆρ(2) ± 1.96√
n

√

(1 − φ2)(1 + 3φ2)

° ����y φ = φ̂ = ˆρ(1) � n = 100 � ˆρ(1) = 0.438 � ˆρ(2) = 0.145 � ��y���	��=�!��������	,�!��~���) �=&���� ρ(1) ²���¨��Â�� � ���¨Â��
£ � ������&���� ρ(2) ² �w���¨��Ã�� � ���¨��Â ³ �x'y���	;������"�����	*�����������'~�����	���	����
���}|*����y
φ = 0.8 � 	�����~����!����y ρ(1) = 0.8

�����
ρ(2) = 0.64
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"
Xt = Zt + θZt−1¾*������"��
����¿À	*&(����)���"��=��������	*��y��u&���"�"��¯|*�������� � ���������)+�����#���
"�����������	

�`���
[ ˆρ(1)] ≈ 1

n

(

1 − 3ρ(1)2 + 4ρ(1)4
)

�����
�P���

[ ˆρ(2)] ≈ 1

n

(

1 + 2ρ(1)2
)
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x'y�������	 ��³ ��´µ~�����¶q���
��~��#�!��������	*&(���
ρ(1)

�����C�� � ���������)+�����
"��

ˆρ(1) ± 1.96√
n

√

1 − 3ρ(1)2 + 4ρ(1)4

Á ��������	� !������������"�� �q³ ��´µ~�����¶����
��~��C�!��������	*&����
ρ(2)

�����C�� � ���������)+�����
"��

ˆρ(2) ± 1.96√
n

√

1 + 2ρ(1)2

° ����y���y��¼����)��!�
��	C��	����Ä��¬ � ���u��	����¯|Å�����;���������k��y����u��y���	��¼�!��������	,�!��~���) ��&(���
ρ(1) ² ���¨� ³ � ����¨��¤�Â � ������&(��� ρ(2) ² �w���¨��¤�� � ���¨��Ã�¤��

θ = 0.6
"�������	����

ρ(1) = θ
1+θ2 = 0.4412 � ρ(2) = 0

�3$w�Æ&(��"�"��¯|�	���y�������y��Ç~�����¶����
��~��
�!��������	*������~�����	���	����
���}|*����y���y���	��6�w|}������"�����	 � �����+��y��������;�¼�����6��y��
����&(������~�����	���	����
���P|*����y���y��¡�¢¼ª®�¯¬%��) �����
"

Xt = Zt + 0.6Zt−1
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Xt = A cos(ωt) +B sin(ωt), t ∈ Z

|*y��
���
A
�����

B
����� ����~��������
"��������É�;��������)Ê������������"���	C|*����y�Ë��
����) �����«������������������~��_����x'y���	

 �����~���	�	���	�	��;����������������|*����y�¢ Á z
ρ(h) = cos(ωh)

�
��¬

P1X2 = φ11X1|*y��
���
γ(0)φ11 = γ(1) � |*y���~;y���������	 φ11 = ρ(1) = cosω

�R���
��~��

P1X2 = cos(ω)X1

¢�"�	��
E[(X2 − P1X2)

2] = γ(0) − φ11γ(1) = γ(0)(1 − cos2 ω) = sin2 ω
������� ² �����
£=��	*���]������)G �"�������|*y���~;y���y���)+��������� Γn

������y��u��©������������
Γnφn = γn

��	*	���������"����
&(���

n ≥ 3
�Ix'y���	���	*�!��~�����	��

X3 = (2 cosω)X2 −X1

�
�q¬

P2X3 = φ21X2 + φ22X1
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γ(0)φ21 + γ(1)φ22 = γ(1)

γ(1)φ21 + γ(0)φ22 = γ(2)

��y�������	

φ21 + (cosω)φ22 = cosω

(cosω)φ21 + φ22 = cos 2ω

� ��"��������G��y���	��u��©�������������	*�������
φ22(cos

2 ω − 1) = cos2 ω − 2 cos2 ω + 1 = − cos2 ω + 1 � ��y����*��	 �
φ22 = −1 � ��������y���� � φ21 = cosω − φ22 cosω = 2 cosω

�I���
��~��

P2X3 = (2 cosω)X2 −X1

�����

E[(X3 − P2X3)
2] = γ(0) − φ2γ2

= 1 − (2 cosω,−1)(cosω, cos 2ω)

= 1 − 2 cos2 ω + cos 2ω = 0

~¯¬
z�����)�q¬*������	��;�����������������w� � ���'&(��"�"��¯|�	���y����

P (Xn+1|Xn, Xn−1) = (2 cosω)Xn −Xn−1

|*����y�¡ � �ÍÌÎ���
� ����~��

(2 cosω)Xn − Xn−1

��	#�Æ"����������#~���)������q������������&
Xs � −∞ < s ≤ n � �����Ç	�����~��¼���u��	��)G !��	�	�����"��#���¼¶������= ���������~
��������&B��y���	*&�����)|*����y�	�)+��"�"��
�6¡ � � � |}�#~�����~
"������#��y���� P̃nXn+1 =

(2 cosω)Xn −Xn−1
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