
���������
	����
�����	���������������������
��	���� !�
"������#���������
��	������
�
$%��	������������'&(���*)+�����
)+������	���,&(���

-/.1032,465�7
-98;:=<?>�@BACA�@BDFE#:G@IH;H;@I>

J�KML�NPO%NRQSL�TVUMW�L�X�Y?Q[Z]\_^RO%N`QbaRc�dfegeMh

ikj#lBm?nSo�pqlsrutwvRx
y �����
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Xt = Zt − θZt−1

� z��
��� |θ| < 1 � ����� Zt ∼ WN(0, σ2) ��� �
 �����	;�
����������	�����| � ~ ∞ �� ������
��	;	 � ������	�	���)���	C��z��&(����)
Zt = Xt + θXt−1 + θ2Xt−2 + . . .� �
���������

t = n + 1
���]��z��,"���	��6���������������}�������� � �"��������

P̃n

���������;z�	������ � "�������	����=��z��,����	���"��

P̃nXn+1 = −
∞

∑

j=1

θjXn+1−j = −θZn

�I���������
�������}�
���������
Xn+1 − P̃nXn+1 = Zn+1 �I� �
����� � { ��� �

E[Z2
n+1] = σ2 �
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Xt = Zt − Zt−1; t ∈ Z

� z��
��� Zt ∼ � �
(0, σ2) ��'z��������
�����
a = (a1, . . . , an)′
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����	=��z����¡ ������������+��z��+¢!��	��C"����������� ����������
�����
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Xn+1

���]���
��)�	6��&
X = (Xn, . . . , X1)

′ 	;������	�¦���	*��z��#���������������

Γna = γn

� z��
������z��u�������������������u)+�������¨§ Γn = Cov(X,X)
�����

γn = Cov(Xn+1,X) = (γ(1), . . . , γ(n))′ �� �������
γ(0) = 2σ2 � γ(1) = −σ2 � γ(h) = 0

&(���
|h| > 1 � ���*&¤��"�"�� � 	���z����
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Γn = σ2
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γn = σ2(−1, 0, . . . , 0)′ � $±�,�����²¢!�G	�z�� � � � � � � � ¢��_���������
������� � ��z����,��z�������������������	#����¢!�	���"������]������¢!�,��� � ���������
�}��	'&¤��"�"�� � 	



















2 1 0 0 . . . 0 0
0 3 2 0 . . . 0 0
0 0 4 3 . . . 0 0��� ��� ��� ��� . . .

��� ���
0 0 0 0 . . . n (n − 1)
0 0 0 0 . . . 1 2









































a1

a2

a3

a4���
an−1

an























=























−1
1

−1
1���

(−1)n−1

0























�'z��#	;��"¨������������	'&¤�����������G¢!�,���¨���
�_��	'&(��"¨"�� � 	
aj = (−1)j n + 1 − j

n + 1

� �
�����,���*��	���¢��;������������z����

PnXn+1 =
n

∑

j=1

(−1)j n + 1 − j

n + 1
Xn+1−j

�'z��,)������_	����������#�
����������	
E[(Xn+1 − PnXn+1)

2] = γ(0) − a
′γn = 2σ2 + a1σ

2 = σ2
(

1 +
1

n + 1

)
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� �uz������,���G ��������,��z����
Cov(Xn − X̂n, Xj) = E[(Xn − X̂n)Xj ] = 0&(���

j = 1, . . . , n− 1 � �'z���	´&(��"�"�� � 	P&¤����)µ����������������	#~ ��¶¯��¶¯ �R&(���'	������;��¢�"��u����"�����	*��& n
�����

h � ����z
a0 = 0

~¤	�������� � �,)+���]��	�	���)��u��zq��� E[Xn] = 0
� � �'z���	6�
"�������"����¨)G �"¨����	6��z����

E[(Xn − X̂n)(Xk − X̂k)] = 0&(���
k = 1, . . . , n − 1 � 	�������� X̂k

��	6��"����������6����)¡¢��¨�q���������_��&
X1, . . . , Xk−1 �
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��)G�����+��z���¢!��	��#"����������¡ ����������
�����¸~¤£'¥g�´� P (X3|Wα) � ���C��z���������¨¹f�
���
���g�����
�����f����������¢�"���	

Wα � α = a, b, c � ¥M�
� Γα = Cov(Wα,Wα)
�����

γα = Cov(X3,Wα) ��'z��,�������
��{_|=~����%��)������
"M��	

Xt = Zt + θZt−1; t ∈ Z

� z��
��� Zt ∼ � �
(0, σ2) �

���
$±�]��z���	6����	;� � �,z������

Wa = (W1, W2)
′ = (X2, X1)

′ �R� �
�����

Γa = σ2

(

1 + θ2 θ

θ 1 + θ2

)

�����
γa = Cov(X3,Wa) = (γ(1), γ(2))′ = σ2(θ, 0) � �'z��#��������������� Γa(a1, a2)

′ = γa � ���

(1 + θ2)a1 + θa2 = θ

θa1 + (1 + θ2)a2 = 0z���	*��z��,	;��"����������
a1 =

θ(1 + θ2)

(1 + θ2)2 − θ2
a2 =

−θ2

(1 + θ2)2 − θ2

� �,��¢��;��������z��#£'¥g�

P (X3|X2, X1) =
θ

(1 + θ2)2 − θ2

(

(1 + θ2)X2 − θX1

)

�'z��,)������_	����������#�
�������

E[(X3 − P (X3|X2, X1))
2] = º ��� (X3) − (a1, a2)γa = σ2(1 + θ2) − a1σ

2θ

= σ2(1 + θ2)

(

1 −
θ2

(1 + θ2)2 − θ2

)

¢q�

� �
��� Wb = (W1, W2)
′ = (X4, X5)

′ �»� ����z¼��z���	��;z�������� � ���G&¤��"�"�� � 	���z���� Γb = Γa � �����
γb = γa � $±�´&(��"�"�� � 	���)G)������������
"�����z�������z��,£'¥g�[��	*�������
��¢��

P (X3|X4, X5) =
θ

(1 + θ2)2 − θ2

(

(1 + θ2)X4 − θX5

)
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E[(X3 − P (X3|X4, X5))
2] = σ2(1 + θ2)

(

1 −
θ2

(1 + θ2)2 − θ2

)

���
��� � � Wb = (W1, W2, W3, W4)

′ = (X2, X1, X4, X5)
′ � $±�*��z��
�]&(��"�"�� � 	*��z����

Γc = σ2

(

Γa 0̄
0̄ Γa

)

� z��
��� 0̄
���
��������	´�

2×2 ½ �
������)+�������¨§ � |�"�	�� � γc = (γ′
a, γ

′
a)

′ �B� �
����� � ���I&(��"�"�� � 	R��z����R��z���	���"�������������+��z��C���������������
Γc(a1, . . . , a4)

′ = γc

��	6������� �_¢��
a3 = a1

�����
a4 = a2 � � z��
��� a1

�����
a2

�����
��	*�������
�]���_���'���*¢q� � �'z��#£'¥g�[��	*��z��
��� &¤�����

P (X3|X2, X1, X4, X5) =
θ

(1 + θ2)2 − θ2

(

(1 + θ2)[X2 + X4] − θ[X1 + X5]
)

� ����z�)�������	;���������,�
���;���

E[(X3 − P (X3|X2, X1, X4, X5))
2] = V ar(X3) − (a1, a2, a3, a4)γc = σ2(1 + θ2) − 2a1σ

2θ

= σ2(1 + θ2)

(

1 −
2θ2

(1 + θ2)2 − θ2

)
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������~¤£'¥g�P� P (X3|Wα) � ���,��z������G���¨¹f�
���
���,�����
���������������¢�"���	
Wα � α = a, b, c � ¥M�
� Γα = Cov(Wα,Wα)

�����
γα = Cov(X3,Wα) ��'z��,�������
��������	;��"P~¤	��;�����������������'| � ~����%��)������
"g��	

Xt = φXt−1 + Zt; t ∈ Z

� z��
��� Zt ∼ � �
(0, σ2) �C¾ ����	;��"����±����)G �"�����	,��z���� |φ| < 1 �,� �
����� � ��z��=| ¾Pº�¿ γ(h) = σ2(1 −

φ2)−1φ|h| �
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$±�]��z���	6����	;� � �,z������
Wa = (W1, W2)

′ = (X2, X1)
′ �R� �
�����

Γa =
σ2

1 − φ2

(

1 φ

φ 1

)

�����
γa = Cov(X3,Wa) = (γ(1), γ(2))′ = σ2

1−φ2 (φ, φ2)′ � �'z��#��������������� Γa(a1, a2)
′ = γa � ���

a1 + φa2 = φ

φa1 + a2 = φ2

z���	*��z��,	;��"����������
a1 = φ a2 = 0

� �,��¢��;��������z��#£'¥g�
P (X3|X2, X1) = φX2�'z��,)������_	����������#�
�������

E[(X3 − P (X3|X2, X1))
2] = º ��� (X3) − (a1, a2)γa =

σ2

1 − φ2
−

σ2φ2

1 − φ2
= σ2

¢q�

� �
��� Wb = (W1, W2)
′ = (X4, X5)

′ �»� ����z¼��z���	��;z�������� � ���G&¤��"�"�� � 	���z���� Γb = Γa � �����
γb = γa � $±�´&(��"�"�� � 	���)G)������������
"�����z�������z��,£'¥g�[��	*�������
��¢��

P (X3|X4, X5) = φX4

|�������z��,)�������	;���������#�
����������	

E[(X3 − P (X3|X4, X5))
2] = V ar(X3) − (a1, a2)γb =

σ2

1 − φ2
−

σ2φ2

1 − φ2
= σ2

���
��� � � Wc = (W1, W2, W3, W4)

′ = (X2, X1, X4, X5)
′ � $%�*��z��
�]&(��"�"�� � 	���z����

Γc =
σ2

1 − φ2









1 φ φ2 φ3

φ 1 φ3 φ4

φ2 φ3 1 φ

φ3 φ4 φ 1









� z��
��� γc = (γ′
a, γ

′
a)

′ �R� �
����� � ��z��u&¤��"�"�� � ������	��
����&I����������������	6��	���¢��;���������
a1 + φa2 + φ2a3 + φ3a4 = φ
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φa1 + a2 + φ3a3 + φ4a4 = φ2

φ2a1 + φ3a2 + a3 + φa4 = φ

φ3a1 + φ4a2 + φa3 + a4 = φ2

$±�P��	'	;���
�¸��z����'��z���¦���	��´� � �=����������������	'������� a2 = 0 � � z���"�����z���"���	��´� � �=����������������	'������� a4 = 0 ��'z��
��������	'&¤�������]��z����
a1 = a3 =

φ

1 + φ2

�'z��#£'¥g�[��	*��z��
��� &(�����

P (X3|X2, X1, X4, X5) =
φ

1 + φ2
[X2 + X4]

� ����z�)�������	;���������,�
���;���

E[(X3 − P (X3|X2, X1, X4, X5))
2] = V ar(X3) − (a1, a2, a3, a4)γc =

σ2

1 − φ2
−

σ2

1 − φ2

2φ2

1 + φ2

=
σ2

1 + φ2
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